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%ﬁ TD8 — Formule du changement de variable — Corrigé @

Te—

0 — Petite question

—_ =27 > —

Soit p une mesure positive sur (R, B(R)) et g: R — R, une fon&tion mesurable.

1. On suppose que pour toute fontion mesurable f : IR - R, on a
J uldx) = Jf
Que dire de p?

2. On suppose maintenant que y eét finie et que pour toute fonc¢tion continue bornée f : IR — R, on a

ff(x)y(dx) - jf(x) (x)dx

Que dire de p? Et si on ne suppose plus que la mesure p e$t finie ?
Corrigé :

1. Sion prend f =1, avec A € B(RR), on voit que

HA) = Lg(x)dx.

Ainsi p e$t la mesure de densité g par rapport a la mesure de Lebesgue.

2. On va montrer que la conclusion e§t la méme. Si a < b € R, considérons ¢y (x) = (kd(x,]a,b[)) A 1
qui est une fonction lipschitzienne tendant simplement en croissant vers 1y, (. Ainsi,

fcpn(x)uwx) - japn(x)g(x)dx

et d’apres le théoreme de convergence monotone, ceci implique

u(la,b]) = f] S

En particulier, ceci impose que g et intégrable. En utilisant le lemme de la classe monotone, on
conclut que

Pour des queStions, demande de précisions ou explications, n’hésitez pas a m’envoyer un mail a
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien a venir me voir au bureau V4.



pour tout borélien A € R. Ainsi p e$t encore la mesure de densité g par rapport a la mesure de
Lebesgue.

Si la mesure p n’est pas fini mais finie sur tous les compacts (ce qui revient a fire que g e$t
localement intégrable), il est aisé d’adapté le raisonnement précédent pour obtenir une conclusion
identique.

En revanche, si on ne fait aucune hypothése sur y, le résultat tombe en défaut, comme le montre
le contre-exemple suivant (dt a Omar Mohsen). On commence par con$truire une fontion positive
mesurable g d’intégrale infinie (pour la mesure de Lebesgue) sur tout intervalle ouvert. Soit (7,,),,>,
une énumération des rationnels, et considérons la fonction mesurable

1 1
h(x) = Z 2_n\/x—_—rnﬂo<x—rn<1-

n>1

Posons g = h*. On vérifie que h e$t intégrable, ce qui implique & < oo p.p. et donc g < oo p.p. En
revanche, on vérifie que pour tousa< b :

J- g(x)dx = .
la,b[

Soit alors p la mesure de comptage sur R, de sorte que pour tousa <b:
wo=pllabh= [ glridx (1)
Ja,b[

Maintenant, si f : R — R, e$t une fonction continue bornée, écrivons f comme limite croissante
de fonctions en escalier :

n2"
FEim L el
=—n2" [ 5"

Le théoreme de convergence monotone et (1) fournissent

Jf(x)u(dx) _ J g

Cependant il n’e$t pas vrai que p(A) = ng(x)dx pour tout borélien A € R. En effet :

1= plfoh) # f{ stadr=o

1 — Mesure image
—_— T == —

Rappel (mesure image). Soient (E, A, ) un espace mesuré, (F, 3) un espace mesurable et ¢ : E — F une
fonction mesurable. On rappelle que I'on définit sur (F,3) une mesure vy appelée mesure image de p

par ¢ par
vy (B) = u(¢~*(B)), BeB.

On rappelle que pour tout fontion mesurable f : F > R,, on a

f £ (x)v(dx) = f F(u(dx)
F E
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‘Exercice 1. (Formule des compléments) On note I' la fonétion définie pour x > o par

I'(x)= J t* et dt.
(o]
1. Calculer la mesure image de la mesure
xﬂ—l yb—l e_(x+y) ]l{x,yZO} dx dy,

par l'application (x,v) € (R,)* — (x+ v, x/(x + v)).

2. En déduire la formule des compléments :

Corrigé :

1. Soit f : IR? — R, une fontion borélienne. On veut calculer

X -1.,b—1 ,—(x+y)
f(x+ ,—)x“ ! eV dxdy.
J;H?i)z y Xty y y
Soit ¢ : (x,v) € (R})* — (x+y,x/(x+ 7)), qui e§t un C'-difféomorphisme sur IR} x]o, 1[ de jacobien

1
x+y

Jac(¢)(x,y) = -

D’apres la formule du changement de variables, on a

J(IR* . f (x L L i ; )x“‘lyb‘le‘(“y) dxdy
i

= *f(x+%;£—)QX+w

J(R})? Ty
r

= £, v)(uv) ™ (u - uv)> ue™ dudv
JR; x]o,1]

r

= Fu,v)e w957 (1 ) dudo.
JR; x]o,1]

b—1
(x+v)e "V (x+ ) dxdy

) (u+yr4x+w

X+ X+y

Donc la mesure image par (x,v) — (x +v,x/(x +y)) de la mesure x“_lyb_le_(“y)]l{x,ym} dxdy e§t

—u a+b-1_a—1 b-1
e u v (1_7/) l{u>o,o<v<1}-

2. D’apres le théoréme de Fubini-Tonelli la masse totale de cette mesure est

J‘ Xa_lyb_l e—(x‘*'l’) dx d}; =T (a)[(b),
(R})*

et
1

j eyt (1 ) dudv =T(a + b)J- dt* (1 —t) .
R} x]o,1]

o

On trouve donc la formule des compléments. O



2 — Calculs de lois a densité

Exercice 2. Sur un espace de probabilité (Q,.4,IP), on se donne (X,Y) une variable aléatoire a valeurs
dans R*.

1. On suppose que la loi de (X,Y) e$t
ApeHY Ig: (x,p)dxdy.
Déterminer la loi de la variable aléatoire U = min(X, Y).
2. On suppose que la loi de (X,Y) est
1

—e
4T

2 ys o) Lo, (v) dx d.
Déterminer la loi de la variable aléatoire (VX cos(Y), VX sin(Y)).
3. On suppose que la loi de (X, Y) est

1 2+y?

= dxdy.

Calculer la loi de la variable aléatoire réelle %
Corrigé :

1. Soit F : R, — R, une fontion borélienne. On a, en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli,

E(F(U)) = /\yL F(min(x,y))e" M) dx dy

2
+

= /\yf F(x)e MM dxdy + AyJ F(y)e 1) dxdy
{o<x<y}

fo<y<x}
= /\J- F(x)e (j pe 1 dy) dx + yJ- F(x)e ™ (I Ae™ W dy) dx
o X o X
= (A+ y)j F(x)eMH¥ gy,
o

La variable aléatoire U e$t donc exponentielle de parameétre A + pu.

2. Soit F : R*> — R, une fonltion borélienne. On a,

E (P (\/fcos(Y), \/Xsin(Y)))

1 0o 2T . /s
471J; L f(Vxcos(), Vxsin(y))e ™2 dxdy

i j j f(xcos(y),xsin(y))e‘xz/zxdxdy,

d’apres la formule du changement de variables utilisée avec le C*-diffémorphisme suivant : (x,y) €
R} x [0,27] > (Vx,7) € R} x [0,27]. Puis d’apres la formule du passage en coordonnées polaires,
ona

1 (" ; -x*/2 _ 1 —(u+v?)/2
2RJ; J; f(xcos(p), xsin(y))e xdxdy_2n ]sz(u,v)e dudv.

La loi de (VX cos(Y), VX sin(Y)) e§t donc (27) e~ V> du dv.
Remarque : les variables VX cos(Y) et VX sin(Y) sont indépendantes et de loi AV(o,1).



3. Soit g: R — IR, borélienne. On a

X 1 X\ _2e?
IE(g(?))_;JZg(;)e > dxdy.

Et (x,y) e RXR" — (x/y,9) € RxR" e§t un C'-difféormorphisme de jacobien y~*. Donc d’apres la
formule de changements de variables puis le théoréme de Fubini-Tonelli, on a

x\ _2w?
—le 7= dxd
Juel)e " anar

- e,
g(f)lyle SOt dxdy
R> \Y
(" 7/2 2
= g(u)vle = W) dy dv

JR?
~

- g<u>(f |vle—”5(”2“)d”)d”
JR R

C

Donc

S

ce qui signifie que la loi de X/Y eét la loi de Cauchy, c’e§t-a-dire la loi de densité (7t(1 + x*))™" par
rapport a la mesure de Lebesgue. O

\ ®)
e

f}(ercice 3. Sur un espace de probabilité (Q, A,IP), on se donne une variable aléatoire N a valeurs dans
R de loi (v2m) *e™ /> dx. Calculer la loi de la variable aléatoire 1/N>.

Corrigé : Soit F : R, — R, une fon&tion borélienne. On a par symétrie

1 1 2 2 1 >
) = Fl=)e™?dx= — F(—) 2 gy
E(F(N7?)) 27‘([11? (xz)e x 271J;m e e X

Etxe R} — x 2 eR} e§t un C' diffeomorphisme de Jacobien —2x73 donc d’apreés la formule du change-

ment de variables, on a
j F(iz)e_"z/2 dx = f F(u)e /W (2u3/2)7" duy.
IR* X ]R*

+ +

Donc la loi de 1/N? et 71/(2”)11{,00} du.

. S
Vamu3
«|VKUN}

A ot

Exercice 4. On considére une source lumineuse ponétuelle située au point (—1,0) dans le plan. Soit 6 une
variable aléatoire définie sur un espace de probabilités (Q, A, IP), uniforme sur | — 7t/2, 7t/2[. On suppose
que la source émet un rayon lumineux en direction de l’axe des ordonnées en faisant un angle 6 avec
I’axe des abscisses. Déterminer la loi de 'ordonnée du point d’'impact du rayon avec 1’axe des ordonnées.

Corrigé : Le point d’impac¢t du rayon lumineux sur 'axe des ordonnées e§t Y = tan(t). Or ¢ : t €
| = /2, 7/2[+ tan(t) € R est un C'-difféomorphisme de Jacobien 1 + tan®(t). Donc, pour F : R —» R,
borélienne, on a, d’aprés la formule du changement de variables,

/2 +00
1[ F(tan(t))dt:ij Fy)-2_.

T J /2 T J_oo 1+79




La variable aléatoire Y suit donc la loi de Cauchy.y est la mesure de densité g par rapport a la mesure de
Lebesgue.

4 — Compléments (hors TD)

Exercice 5. Soit A € R4 une matrice symétrique définie positive. Calculer 'intégrale
[ e,
]Rd

ot (-|-) désigne le produit scalaire usuel sur R? et 1; désigne la mesure de Lebesgue sur R?.

Rappel : LR e ™2 dx = \J2m.

Corrigé : La matrice A e$§t symétrique définie positive donc il existe K une matrice symétrique définie
positive telle que A = K. Soit ¢ : x € RY — Kx. L'application ¢ eSt un C* difféomorphisme de R? dans
R? tel que [Jac(¢)| = det(K). On a donc d’aprés le théoréme du changement de variables,

J e A ) L (dx) = J e {KAKN) ) L (dx) = (det(K)) ™ J e it g L dxy.
R? R? R?
D’apres le théoréme de Fubini-Tonelli on a
j e Wt gy L dxy = ]_[ (j e‘xzdx)
R 1<i<d R

Or pour chaque i € {1,...,d}ona

J e dx =n.
R

d
J e_<Axlx>/\d(dx) - 71_'
R det(A)

\ ®)]
R

On a donc

Z?(ercice 6. Sur un espace de probabilité (Q, A,IP), on se donne (X4, ..., X,) une variable aléatoire a va-
leurs dans R” de loi
]]-[0,1]”(x11 e ’xn) dx1 e dxn.

1. ConStruire, a 'aide des événements A; = {X; < ... < X, } pour 0 € S, n variables aléatoires
Y,,..., Y, sur (O, A P) telles que

pour presque tout w € Q).

2. Déterminer les lois des variables aléatoires (Y,...,Y,) et (Y,/Y,,..., Y, /Y,).

Corrigé :



1. Soit i € {1,...,n}. On peut définir pour presque tout w € (),

Yi(w) = ZXai(w)]l{Xol(w)<...<X[,n(w)}'

En effet, la mesure de Lebesgue des hyperplans de R" ou deux coordonnées sont égales est nulle.
Ainsi, les variables aléatoires Y,,..., Y, sont bien définies.

2. Soit f :[0,1]" — R, une fonétion borélienne. On a

ZJ f(xg,,-Xg,)dX, ... dx,
{0<xg, <..<xq, <1}

o€S,

= n!J; }f(xl,...,xn)dxl...dxn.
0<x,<...<x,<1

Jez)
=
<
<
I

Laloide (Y,,...,Y,) e$t donc
n! ]l{on1<..‘<xn§1} dx,...dx,.

Soit maintenant ¢ :Jo, 1[""'— R, une fontion borélienne. On a

Y, Y, X x
IE( (—1,..., ”_1))=nlj (—1,..., "_I)dxl...dx.
8 Y, Y, {o<x1<...<xn<1}g x> Xn !

Et¢g:(x;,...,x,)€efo<x, <...<x, <1} (;i,...,x)’;—‘l,xn) € Jo,1[" e§t un C'-difféomorphisme de
2 n

jacobien égal a (x,...x,)”". Ainsi, d’apres la formule de changements de variables puis le théoréme
de Fubini-Tonelli, on a

n—-2_ n—1

2
n!J] [g(ul,...,un_l)u2u3...un_lun du,...du,
0,1 n

&
———
oQ
—
o<

b-<
=3
~—
~—
I

- (n—l)!J] [n_lg(ul,...,un,i)uzug...qufdul...dun,l.
0,1

Donc la loi de (Y,/Y,,...,Y,_,/Y,) est

(=) uyu .oy =3 Tyo gt (e Uy ) Aty Aty

2
3

Remarque : les variables Y,/Y,,...,Y,_,/Y, sont indépendantes, et chacune des variables Y;/Y;,,
est de loi iy ™" 1, ,[(v)dy.
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