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%ﬁ TD7 — Bouillon mathématique a ma facon — Corrigé @

Te—

0 — Exercice ayant été préparé
—_— T =" =T > —

fzcercice 0. (Spoiler : convolution inside) Soit K un compact de R? et Q un ouvert de R? avec K C Q. Montrer
qu’il existe f une fonction C* a valeurs dans [o, 1] telle que

f=1surK,f =osurQ°.

Corrigé : Puisque K est un compact, d(K, Q) = ¢ > o. Si ¢ est une fonction positive, C* a support inclus dans
[-c/3,¢/3]% et d’intégrale 1, alors
f = ke P

convient. En effet, I’écriture

flx) = f1K+[—C/3;c/3]d (x —u)p(u)du = J

et 1K+[_C/3;C/3]d(x—u)cp(u)du
—C 3}C 3

montre aisément que f(x) =1 six € K et f(x) = o si x € Q°. D’apres I’exercice 1, f est C*. O

1 — Apéritif — Petites questions
—_ == > —

0)Quels sont les théoremes vus en cours avec une hypothése < o-fini »?

EONO)

Corrigé : Théoremes de Radon-Nikodym, Théoremes de Fubini et dualité L' — IL*, utilisation du
lemme des classes monotones pour prouver que deux mesures sont égales (application a la preuve de
I'unicité de la mesure de Lebesgue et de la mesure produit).

1)Pour quels espaces fon&tionnels F, G peut-on définir la convolée f +gavec f € F,g€ G?
Corrigé : Pour (R, B(R),dx) :
- LP «IL9. Régularité de la convolée : uniformément continue, et lorsque p,q # 1, tendant vers o en
+o00.
- L' +ILP. Régularité de la convolée : définie presque partout, appartenant a IL”.

- IL;,.*C* (voir Exercice 1). Régularité de la convolée : C*.

O

Pour des queStions, demande de précisions ou explications, —n’hésitez pas a m'envoyer un mail a
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien a venir me voir au bureau V4.



2 — Entrée — Convolution

‘Exercice 1. (Approximation C*)

1.

. Soitqb:xn—>exp(—

Soient f une fonétion localement intégrable sur R (c’est-a-dire intégrable sur tout compact de RR)
et ¢ une fonction de classe C™ a support compact. Montrer que la fonction f * @ e$t définie pour
tout x € R et eSt de classe C*.

— ) 1|xj<;, montrer que cette fonction est une fonction C** a support compact.

. En déduire que pour tout p € [1,00[, 'ensemble des fonctions de classe C* sur R est dense dans

L°(R).

Corrigé :

1.

On note K un compact tel que supp(¢) C K. Soit x e R. On a

lp(x =) f (@) < ll@lleol f ()i (9)-

Or la fonction y — |f(y)|1,_x(v) est intégrable. Donc ¢ = f eSt définie pour x. Soit M > o. On note
Ky =[-M,M]-K. On a pour x € [-M,M],

o+ Flx) = LJP(X D)L k() dy = wa—wﬂwwwdu

En appliquant le théoréeme de continuité sous le signe intégrale, on montre que ¢ = f est continue
sur [-M, M]. Ceci étant vrai pour tout M > o la fontion ¢ = f e§t continue sur R. Puis on montre
de méme que la fonction @ = f est de classe C*® sur R.

. Il suffit de montrer que f : x — exp (_71) 1,50 €St de classe C™. Pour cela, on applique le théoréme

de la limite de la dérivée en o, en remarquant que

an
Vn> 1, Wf(X) J:) 0.

. Si f € LP(R) alors f e$t localement intégrable sur R. De plus on peut conétruire (p,),>, une ap-

proximation de I'unité telle que chaque p,, est de classe C™. Ainsi f*p, e$t de classe C* et f+p, — f
dans ILP.

O

3 — Plat de viande — Dualité [P — L1

Exercice 2. (Séquentielle compacité faible) Soit p €]1,00[ et g son exposant conjugué, Q) C R un ouvert
de R et yu la mesure de Lebesgue. Soit (f,,) une suite bornée de IL?(Q) ( c-a-d que la suite (I fullp)nz: €St
bornée).

1.

Montrer que IL7(Q)) e§t séparable (c’est a dire qu’il contient une partie dénombrable dense).



2. Soit D une partie dénombrable dense de IL7(Q). Montrer qu’il exi$te une sous-suite (f,(,)) telle que
pour tout he D,

lim J fomhdp existe dans R.

n—-oo

3. Montrer que pour tout g € L(Q)),

$(g) = lim J- fo(mgdp existe dans R.

n—-oo

4. En déduire qu'’il existe f € ILP(Q) telle que I'on ait convergence faible dans ILP(Q) de la suite (fy(,))
vers f, c’e§t-a-dire :

n—-oo

Ve e L1(Q 11mf fom8gdp= f fedp.
5. Le résultat précédent subsiste-t-il pour p=1?

Corrigé :

1. On sait déja que les fonctions en escalier sont denses dans 1LY, il suffit donc d’en trouver une sous
famille dénombrable qui soit dense dans les fontions en escalier. Par exemple, celles qui vérifient :
”les intervalles ]x;, x;,,[ sur lesquelles la fonétion est con§tantes sont a bornes rationnelles, et les
valeurs «; de la fonétion sur ces intervalles sont aussi rationnelles” constituent bien une famille
dénombrable.

2. Il s’agit d’un simple procédé diagonal : on commence par numéroter tous les fonctions de D :
hy,h,,.... Considérons h,, par Holder, la suite (ffnhldy)n est bornée par ||k, ||, sup, [|f,ll,, donc
comme il s’agit d’une suite de réels, on peut trouver une extraétrice ¢, telle que Ifgb](n)hldl/‘
converge. Ensuite en considérant la suite (If%(n)hzd")n on conétruit une extraltrice ¢, telle que

jf¢lo¢2(n)h2dy converge, et par récurrence on construit une suite d’extractrice (¢ ) qui vérifie que
pour tout k

jfllilowll)k(n)hkdﬂ converge quand #n — oo.

Si la famille (hy) était finie, il suffirait de prendre i, o--- 0 iy et on aurait ce qu’il faut, mais avec
une famille infinie il faut ruser. on définit

¢(n) =1, 00 hy(n).

Je laisse au leteur le soin de vérifier que pour tout n > k, il exiSte M > n tel que p(m) =, o
Yr(M) et d’en déduire que ff(p(n)hkdpt converge quand n — oo pour tout k.

3. Le plus simple pour montrer que la suite ff(p(n)gdy converge est de montrer qu’elle est de Cauchy.
Soit € > o, et soit h une fonction de D qui vérifie ||g — hl|, < . Soient n,m > o,

Uﬂp(n)gdﬂ - wa<m>gdﬂ Jﬁp(n)(g —h)dp|+ ffwm)(g - h)dﬂ'

Par Holder les deux premiers termes sont inférieurs a (sup||f,ll,)e et comme la suite Jf(p(n)hdy
converge (par la question précédente) elle et de Cauchy, donc il existe n, tel que si n,m > n,,

Uﬁp(n)gdﬂ - ffw(m)gdﬂ

ce qui montre que la suite e§t de Cauchy.

<(2supllfyll, +1)e,




4. A la queStion précédente on a définie une foné&ion de LI dans R :

Ici on veut utiliser le théoréme de dualité entre IL? et ILY : si p eSt o-finie et p < co alors il y a bijeGtion
entre IL7(y) et les formes linéaires continues sur IL”(y) et cette bijection et f > ¢y : g Jfgdy.
Donc pour répondre a la question il suffit de montrer que ¢ e$t une forme linéaire continue. La
linéarité est facile a montrer et la continuité découle de Holder : ¢(g) < (sup|lf,ll,)lIgll4- Et voila!

5. Non, le résultat n’e$t plus vrai pour p = 1 : prenons la suite de fonction f, = 1, ,.,] qui est bien
bornée dans IL', et supposons qu’il exi$te une extratrice ¢ et une fon¢tion f € IL' telle que pour
toute fonction g € IL™, limf fomgdp = f fgdu. Regardons des fonctions particuliéres :

- la fonctions g = 1 montre que LRfd;/t =1

. . k
— la suite de fonction g = 1y x,,) montre que fk o fdpu = o pour tout k
Ces deux résultats sont contradictoires, ce qui conclut la preuve par ’absurde.

\ Q
e

‘Exercice 3. (Petit contre-exemple) Soient E = {a,b} et p la mesure définie sur P(E) par p({a}) = 1 et
u({b}) = p(E) = +oo. Caraltériser IL™(p) et le dual topologique de IL* (u). Conclure.
Corrigé : Onall® ={f:E > R}etL' ={f : E > R | f(b) = o}. Donc le dual topologique de IL" et
(L") ={f e L' = af(a) : @ € R}. On voit ici que l'application g € L™ > @, € (L") (ot D, : f € L' >
du) e$t surjeltive mais pas injective. La mesure p n’e$t pas o-finie et le théoreme de dualité (avec
gl 8ap ) P ) I P
p =1 et g =+o0) ne sapplique pas dans ce cas. O

4 — Plat de poisson — Mesures signées

Exercice 4. (Lespace M(IR))

(i) Montrer que M(R) ’espace des des mesures boréliennes signées sur R e§t un espace de Banach
pour la norme

= lpl,
ou ||| = [|(R).
(ii) Soit (X,.A, ) un espace mesuré fini. Montrer que pour tout f € L'(X, A, p) :
Wl =11 - pll,

ou (f - p) eSt la mesure absolument continue par rapport a y de densité f.
Corrigé :
(i) Soit (py),>, une suite de Cauchy pour la norme || -||.

Etape 1 : pour tout borélien A de Ret n,p >1,0na |1 (A) = pp (A < lpy — ppll, ce qui implique que
la suite (p,,(A)),>, est de Cauchy dans IR, et converge donc vers une limite notée u(A).

Etape 2 : montrons que y et une mesure. Prouvons tout d’abord que :

lim sup{l(A) - i (A)l; A € BR)} = o. (1)



A cet effet, soient € > o et 11, > 1 tels que ||, — || < € pour 1,k > n,,. Soit A € B(RR). On choisit k > n,,
tel que |u(A) — px(A)| < e. Alors pour n > n, :

|H(A) = pu(A)] < p(A) = (A + i (A) = pu(A)] < € + lpy — pxll < 26,

ce qui prouve (1).

Ensuite, les mesures p,, sont en particulier finiment additives, ce qui implique aisément que y
est finiment additive. Montrons maintenant que p e$t o-finie. Soient (4;);>, des boréliens disjoints
et € > 0. D’apres (1), il exi$te n, > o tel que pour n > n, :

supf{lu(A) — u,(A); A€ B(R)} <e.

On choisit ensuite k, > o tel que pour tout k >k, :

Hn L_J [h <e.
i>k+1
En particulier, ceci implique que pour k >k, :
)2 L,J fh <2e.
i>k+1

Par additivité (finie) de u, on obtient finalement pour tout k > k, :

k
UAi _ZP‘(Ai) U A;

i>1 i>k+1
Ceci étant vrai pour tout € > o, la o-additivité de y en découle, ce qui prouve que y est une mesure.

< 2€.

g =K

Etape 3 : on vérifie que |pt, — p| = o. Ceci découle immédiatement de (1) et de I'inégalité
VIl = v(X™) + [v(X7)| < 2sup{[v(A)]; A € B(R)}

vérifiée pour une mesure signée v sur R (ot on a noté X les supports de v*).

(i) 11 suffit de remarquer que 'écriture f -p = f"-pu—f~ - p et la décomposition de Hahn de f - y, ce
qui implique :

If -pll = ffww jf—dy - If1l.

5 — Fromage — Pour préparer le partiel a venir

Chercher des exercices des partiels des années précédents (les énoncés sur disponibles sur le site d’en-
seignement du DMA — http://www.math.ens.fr/enseignement — partie Archives pédagogiques, puis

Annales d’examens).



6 — Dessert — Compléments (hors TD)
— Y==—T T —
‘Exercice 5. (Fon&tions a variation finie) Soit une fon&ion f : [a,b] — R.
1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f s’écrit comme une différence de deux fon&tions croissantes continues a droite.
(ii) Il existe une mesure signée u sur [a, b] telle que f(x) = u([a, x]) pour tout x € [a, b].
(iii) f eSt continue a droite et a variation bornée c’est-a-dire que f vérifie la condition suivante

n—1

sup ) [f(@i0) = fla)] < oo,

n>2,a<a,<..<a,<b ;"]

2. Donner un exemple de fontion continue [0, 1] — IR qui ne soit pas a variation finie.

Corrigé :

(i)=(ii) : On suppose que f = g—h+f(a) avec g et h croissantes, continues a droite et g(a) = h(a) = o.
Soit v, (resp. vy,) la mesure de Stieljes associée a g (resp. h). Posons

p=ve—vp+f(a),

Alors p et une mesure signée sur [a, b] telle que f(x) = p([a, x]) pour tout x € [a, b].

(ii)=(iii) : Il e$t évident que f e$t continue a droite. Soient n > 2 et a,,...,a, vérifianta<a, <...<
a, <b. Alors

Zlf flaiy |—Z|y ai-1, 0, |<Z|u| ai—1,a;) < |pl([a,b]).

Donc f est a variation bornée.
(iii)=(i) : Pour tout x € [a, b], posons

n—1

Vix) = - N
o nZz,aSZ?£.<anSx;‘|f(a1+) flai)l

Alors V e$t croissante. On peut donc définir pour tout x € [a,b],

g(x) =lim V(y).
ylx

Ainsi, g e§t croissante et continue a droite. Posons h = g— f. Alors h e$t continue a droite. Montrons
que h e$t croissante. Soienta<x <y <bete>o.Pourtousn>2eta<a, <...<aq,<x,ona

Viy+e)-fly+e) > Ifly+e)- |+X|f ais) = f(@)l +1f () = f(a)l = fy+e)

> Z|f<ai+1>— a)|+f (x) = f(a,) - f(x)
> V() - flx).

Donc, h(y + €) > h(x) puis en faisant tendre ¢ vers o on obtient h(y) > h(x).
2. La fontion f : x €]o, 1] — xcos(1/x), prolongée par continuité en o n’est pas a variation bornée :
considérer la subdivision . L L1
0<—<.<—<—<—=<1.
nm 3T 2 W
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Exercice 6. (Théoreme de Vitali-Saks) Soit (X,.4, #) un espace mesuré. Une famille (v;);jc; de mesures
sur A e$t dite absolument équicontinue par rapport a la mesure p si :

Ve >o0,dA. €A, HAe) <+ooetViel,vi(AS) <e,
VYe>o0,30>0,VAc A, ulA)<o=Viel,vi(A)<e

On suppose que A = 0(C), ou C et une classe §table par intersection finie contenant X. Le but et de
prouver le résultat suivant

Théoreme de Vitali-Saks. Soit (v,,),>, une suite de mesures finies sur A, absolument équicontinue
par rapport a y et telle que pour tout C € C, lim,, v,,(C) exi$te dans IR,. Alors pour tout A € A, v(A) =
lim, v,(A) existe dans R, et v définit une mesure absolument continue par rapport a p.

1. Soit B={A € A; v(A) =lim, v, (A) exiSte dans R, }. Montrer que B e$t Stable par différence propre
(c-a-d si A,B € B avec A C B, alors B\A € ).

2. Soient (By)k>; une suite d’éléments deux a deux disjoints de B3 et B leur réunion. Montrer que
lim v, (B) = lim v, (By).

n—-o0 n—o0
k>1

3. En déduire que B = A.

4. Montrer que l'application v e§t une mesure sur A, absolument continue par rapport a la mesure p.

Remarque : Contrairement a I’énoncé di§tribué en TD, il fallait lire R, et non pas R,. En effet, si on
remplace R, par R,, I’énoncé devient faux. Voici un contre-exemple : X = {x,v} (avec x =), A = P(X),
u définie par u(@) = o, u({x}) =1, p({y}) =1, u({x,v}). On prend ensuite C = {{x},{x,p}} et
(Vy)n>1 définies par v,,(@) = o, v,({x}) = n—sin(n)?, v,u({y}) = sin(n)?, vu({x,v}) = n.

Ebauche de corrigé :

1. Pas de difficulté.

2. D’abord voir que > lim v, (By) < liminfv,(B) en utilisant le lemme de Fatou (pour la mesure de
n—-o0 n—-o0
k>1

comptage). Pour prouver que limsup v, (B) < nh_}ngo v,(By), écrire pour tout e >oet n,k>1:
n—oo
k>1

k
vu(B) < Zvn(B]-)+vn

=

AemﬂBj +v,(ASNB),

>k

et utiliser le fait que ,u(Ae N ik Bj) — o lorsque k — co.
3. On voit que B e$§t une classe monotone (on utilise ici ’hypothese X € C), ce qui fournit le résultat
désiré en utilisant le lemme de la classe monotone.
4. Pas de difficulté en utilisant I’équicontinuité.
G
NO#

Dans ’exercice suivant, on note (f - 4) la mesure absolument continue par rapport a y de densité f.

Fxercice 7. (Exercice 2 dans IL! : cas particulier du théoréme de Dunford-Pettis) Soit (X,.A4, 4) un
espace mesuré fini. On suppose que A = ¢(C), ou C e$t une classe dénombrable stable par intersection
finie contenant X.



1. Montrer que c’est le cas lorsque X est un espace métrique séparable muni de sa tribu borélienne.

Soit (f,,);>; une suite bornée de IL' (X, A, u) (cad la suite (||f,|l;),>. €St bornée) telle que la suite
de mesures (|f,|- #),>, est absolument équicontinue par rapport a p.

2. Montrer qu’il exiSte une sous-suite (fp(n))n=1 telle que les deux suites de mesures définies par
v®:= fF - uvérifient : pour tout C €C, lim,, v:;(n)(C) exiStent dans R.

n—-oo

3. Montrer qu’il exi$te f € IL'(X, A, ) vérifiant pour tout A€ A: lim J Jomdp = J fdp.

4. En déduire la convergence faible de fy,) vers f : Vg € L™(X, A, ), hm j fopmgdp = J fgdp.

5. Une suite (f,),>, qui converge faiblement au sens de d) (mais pour la suite elle-méme) converge-t-
elle nécessairement p-p.p. ou en norme || - ||, vers f ? Comparer avec l’exercice 8 du TD3.
Ebauche de corrigé :

1. Prendre U = (U,),>, une base dénombrable d’ouverts de X avec U, := X, puis choisir C comme
étant composée par les intersections finies d’éléments de U.

2. Pour tout C €C, les suites (v;;(C)),», sont bornées, donc admettent une valeur d’adhérence. Utiliser
ensuite le procédé d’extraction diagonal et la dénombrabilité de C.

3. Appliquer I'exercice precedent aux suites de mesures (v},),>,, puis le théoréme de Radon-Nikodym
a leur limite (justifier qu'on peut 'appliquer!)

4. Si g € L®(X, A, ), voir que pour tout € > o, il existe une fonction étagée g telle que ||g — gcllo < €
(utiliser par exemple les fontions f,, apparaissant dans la preuve de la Proposition 2.1.2 du poly)

5. Considérer la suite définie sur [o, 1] par f,(x) = sin(nx).
\ Q
e

Exercice 8. Soit (g4) une suite de fon&tions continues positives sur I = [0,1]. On note A la mesure de
Lebesgue sur I et y une mesure positive de Borel sur I telle que

(1)lim g,(x) = oA-p.p (ii)fgndAzlpourtoutn21 (iii)limjfgnd/\:ffdypourtoutfe(f(l)
n I moJr I

Peut-on en déduire que p est étrangere a A?
Corrigé : Non! Considérer la fonction g, qui interpole linéairement les points
1,2 1 11,12 1 11, 12
(o,o),(ﬁ,zn ))(ﬁro)r(;ﬂ))/(; + Er2n );(; + F;O):---;(l - ;;O) (1 - E + —= 3 2n ),(1 - ; + ﬁ,o),(l,o).

Alors cette suite de fontions vérifient les hypothéses avec p = A. ]




