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g TD 4 — Intégration, théoremes de convergence — Corrigé %

Te—

‘Fxercice 0. (Mesure image)

Soient (E, A, u) un espace mesuré, (F,B) un espace mesurable et f : E — F une fontion mesurable.
On rappelle que l'on définit sur (F,B) une mesure vy appelée mesure image de p par f par v¢(B) =
u(f*(B)), BeB.Soit ¢: F — R, une fontion mesurable. Montrer que

f P (x)vy (dx) = f O (f (<) ld).
F E

Corrigé :

Par définition la formule que l'on cherche a obtenir est vérifiée pour les fonctions indicatrices et par
linéarité, pour les fonctions étagée (positives). Soit ¢ : F — R, une fonction mesurable. Il existe une
suite de fonctions étagées positives (¢,,),>, telle que ¢, tende en croissant vers ¢. On a alors pour tout
n>1,

f Bu(x)vy (dx) = f ol f (X)p(dx)
F E

En utilisant le théoréme de convergence monotone on montre que 1’égalité est vérifiée pour ¢. 0O O

1 — Petites questions
N TN

1) Soit (f,),>o une suite de fonctions continues sur [o, 1], a valeurs réelles, avec o < f,, < 1 pour tout
n, qui converge simplement vers o. Montrer que lim,,_,, fol fu(x)dx =o.

2) On définit sur un espace mesuré (E, A, u) une suite de fonctions mesurables (f,,),>, et une fonétion
mesurable f telle que f, — f p-p.p. quand n — co. On suppose que sup,, JE |fuldpu < 0o. Montrer que f
est intégrable.

3) (Inégalité de Markov) Soit f € £, (E, A, ). Montrer que pour tout A > o, u({|f| > A}) < iJE |fldp.

4) Soit f € £ (E, A, u). Montrer que p({f = +oo}) = 0. Que dire de la réciproque ?

Corrigé :
1) C’e$t une application immédiate du théoréme de convergence dominée.
2) Il suffit d’utiliser le lemme de Fatou : comme |f(x)| = lim|f,(x)| presque partout :

[11an= [ timintyian < hminf(f |fn|),

et cette derniére quantité est finie puisqu’elle est plus petite que sup,, I |fuld .
3) Il suffit d’écrire :

J fldp > f 1L yroadp > f ALy = Ap(lIf] = A)).
E E E

Pour des queStions, demande de précisions ou explications, n’hésitez pas a m'envoyer un mail a
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien a venir me voir au bureau V4.



4) D’aprés l'inégalité de Markov,

n—o0

W(lIf1 = n)) < J-Ifld/u o

On a d’autre part p({f = +oo}) < u({|f| = +oo}) = lim,,_,, p({|f| > n}) (en effet, les ensembles {|f| > n}
sont décroissants en n, d’intersection égale a {|f| = +oo} et ils sont de mesure finie d’apres 'inégalité de
Markov). La réciproque est clairement fausse (prendre la fontion constante égale a 1 sur (R, B(R), A). O

2 — Intégration, théorémes de convergence
W

f?(ercice 1.

1) Soit f une fonétion dérivable sur [o,1], de dérivée f’ bornée. Prouver que fl f(x)dx f 1)— f(

2) (%) Trouver une fonétion continuepresque partout dérivable sur [o,1] telle que f(o) = o, f(1) =
et j f'(x)dx =o.
Corrigé :

1) On définit sur [o,1] la suite (g,),>, par g,(x) = n(f(x + 1/n) — f(x)) si x < 1 — 1/n et o sinon.
Pour x € [0, 1] fixé, g,(x) converge vers f’(x). Soit M = SUPefo,1] |f’(x)], qui est fini par hypothése.
D’apres le théoréme des accroissements fims, |g,(x)] < M pour tout x < 1 —1/n, et cette inégalité
est clairement vraie pour x € [1—1/n,1]. Ainsi, |g,(x)| < M pour tout x € [0, 1]. D’apres le théoréme
de convergence dominée,

J f’(x)dx = lim 1gn(x)dx.

n—>00

Mais, en notant F(x j f(t)

Ll gn(x)dx

1-1/n 1-1/n
nj flx+ 1/n)dx—nf f(x)dx

1-1/n

a f<x>dx—nj f(x)dx
1/n o
= n(F(1)-F(1 —1/n)) - n(F(1/n) - F(0)),

qui converge vers f(1)— f(o) lorsque n — oco. En effet, la continuité de f en o et 1 implique
F’(0) = f(o) et F'(1) = f(1). Le résultat s’ensuit.

Remarque :

- Soit G(t f f’(u)du. En écrivant (G(t + €) — G(t))/e = flf' (t + eu)du, on ne peut pas utiliser
le théoréme de convergence dominée pour dire que cette quantité converge vers f’(t) lorsque
€ — o. En effet, on a aucune hypothése sur la continuité de f’.

2) Un exemple, l'escalier du diable :



L —
-

Il s’agit d’une application continue croissante f telle que f(o) = o, f(1) = 1, de dérivée nulle sur le
complémentaire de I’ensemble de Cantor K; vu au TD 1. Ainsi, f’ = o presque partout! Voir http:
[/fr.wikipedia.org/wiki/Escalier_de_Cantor pour la con§trution.

]

——>0C— o<

‘Exercice 2. (Borel-Cantelli is back) Soient f : (R, B(R)) — (R, B(R)) une fon&ion intégrable pour la me-
sure de Lebesgue et @ > o. Montrer que pour presque tout x € R, lim,,_,, n™ % f(nx) = o. Indication donnée
a titre indicatif : on pourra considérer, pour 1 > o, les ensembles A, , = {x € R: n™|f (nx)| > n}, n> 1.

Corrigé :
Pour 7 >o0etn>1,0onaA,,={yeR:n?f(y)>n}. Dapres I'inégalité de Markov, la mesure de
Ay, est majorée par

1

M) = 22U € RO ) < 2 [ I7lA= ot [ 17l

Ainsi, la série de terme général A(A, , ) eSt sommable. D’apres le lemme de Borel-Cantelli,

nn

/\(lim sup Aﬂ;”) =o.
n

On a donc montré que, pour tout 17 > o, pour A-presque tout x € R, limsup,,_, . n"*f(nx) <#. Ainsi, pour

A-presque tout x € R, pour tout p € N, limsup,,_,. n~ % f(nx) < 1/p ce qui signifie que pour A-presque

tout x € R, lim,,_,,n % f(nx) = o. m]

Rappel : 11 a été vu en TD qu’une union quelconque d’ensembles de mesure nulle n’est pas forcément
de mesure nulle (penser & R qui est 'union des singletons) et qu’on ne peut pas intervertir < pour tout > et
< pour presque tout >. ]

—>0C—=—=0<—
Fxercice 3. (Uniforme continuité de lintégrale)
Soient (E, A, u) un espace mesuré et f : (E, A, ) — (R, B(R)) une fonction intégrable.

1) Montrer que r}i_)ngof|f|]l{|f|>n}dy =o.

2) Montrer que Ve >0, 30>0, YA€ A, ]A(A)<5:>JA|f|d]A<S.

3) Si f:(R,B(R)) — (R,B(R)) est intégrable pour la mesure de Lebesgue, que peut-on dire de la
fon&tion F: u — f[o u]fd/\?


http://fr.wikipedia.org/wiki/Escalier_de_Cantor
http://fr.wikipedia.org/wiki/Escalier_de_Cantor

Corrigé :

1) La fonction f étant intégrable, elle eét finie y-p.p et donc 175,y — o p-p.p. quand n — co. Ainsi,
If11{fj>n) — © p-p-p- quand n — oo et d’apres le théoreme de convergence dominée,

J 1L fom dp —> 0.
E

2) Soit € > o. Il exi$te donc n, € N tel que IE |fILyifj>n,) dp < 5. Posons 6, = &/(2n,). Alors, pour A € A
de mesure p(A) < 9,,

j fldp = f fldp+ f fldp < f L im e+ mepu(A) <.
4 Anllfon,) Anlifi<n,) E

3) Montrons que F e$§t uniformément continue. Soit € > o. On choisit 0 > o tel que

YA € B(R), /\(A)<6:>L|f|dy<e.

En particulier, si 0 <y —x <9 alors |[F(y) - F(x)| =

[ fd/\| < folfldd<e.

—>0C—"D0<—

Exercice 4. (Probléme : convergence en mesure)
Soit (E, A, ) un espace mesuré tel que p(E) < co. Soient (f,),>, et f des fontions mesurables de (E,.A)
dans (IR, 5(IR)). On dit que la suite (f,,) converge vers f en mesure si pour tout € > o,

wlf = ful > &) — 0.

1. Montrer que si fE |f — fuldu — o, alors f, — f en mesure. Remarquer que la réciproque eét fausse.
2. Montrer quesi f, — f p-p.p., alors f,, — f en mesure. Remarquer que la réciproque est fausse.

3. En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, montrer que si f,, — f en mesure, alors on peut extraire
une suite de (f,) qui converge y-p.p. vers f.

4. Un théoréeme de convergence dominée plus fort. On suppose que f,, — f en mesure et qu’il existe une
fonltion g: E — R intégrable telle que |f,| < g p-p.p. pour tout n > 1.

(a) Montrer que |f| < g p-p.-p.
(b) En déduire a 'aide de la propriété d’uniforme continuité de 1'intégrale que

[ 15 lan o
E
5. Lespace L°(E, p). On note L°(E, u) 'ensemble des fonctions mesurables quotienté par la relation
d’égalité p-p.p.
(a) Montrer que I'on définit une distance sur L°(E, y) par
o(f,g)=inf{e > o, u(|f —gl>¢) < ¢}

et que celle-ci métrise la convergence en mesure.
(b) Montrer que (L°(E, ), 6) e§t complet.

(c) Montrer qu’il n’exi$te pas de distance sur L°(E, ) qui métrise la convergence p-p.p.



Corrigé :
1. On suppose que JE |f, — fldp — o. Soit € > 0. D’apres I'inégalité de Markov,

Wlf—fl>e) < j|fn fldp,

ce qui implique que u(|f, — f| > €) = o. Réciproquement, considérons la suite de fonctions (f,);>,
définie sur ([o,1],5([o,1])) par

fn = n]l[o,l/n]'

Alors (f,),>, converge en mesure vers o. En effet pour tout n > 1, A(f, > o) = 1/n. En revanche,
pour tout n > 1, f[o 1]fn(x)dx =1.

2. On suppose que f, — f p-p.p. Soit € > o. Alors,

[ﬂUVm |>e]

n=1m2n

Or, la suite (Upsu{lfn — f1> €} uso €$t décroissante pour I'inclusion et p e§t une mesure finie, donc

on a,
,}LIgoﬂ[U{lfm—f|>8}]=

m2n

En particulier, lim, ., p({|f, — f| > €}) = o.

Une autre possibilité e§t d’appliquer le théoréeme de convergence dominée a la suite de fonc-
tions ﬂ|frrf|>€'
Réciproquement, considérons la suite de fonctions (f;, x)n>1,1<k<n définie sur ([o, 1], B([o, 1])) par

fn k = L{(k-=1)/nk/n]-
Alors (fy, k)n>1,1<k<n cONverge en mesure vers o. En effet pour tout n > 1 et tout 1 <k <n, A(f, x>
o) = 1/n. En revanche limsup f, x = 1, ;], donc la convergence n’a pas lieu p-p.p.

3. On peut con$truire une suite stritement croissante d’entiers (1), telle que pour tout k > 1,

p(lfu-1> 7)< 2

Alors, d’apres le lemme de Borel-Cantelli, pour pu-presque tout x, il existe k,(x) tel que pour tout
k > ko(x), |fu, (x) = f(x)| < 1/k. Cela implique que f, — f p-p.p. quand k — co.

4. Premiére méthode : par I’absurde. On suppose qu’il exi$te ¢ > o et une suite extraite (f,, )i>o telle
que pour tout k > o,

J 1 =rl ez )

Or f, — f en mesure quand k — oo donc d’apres la question 3., on peut extraire une sous-suite
(fu.)jzo de (fy,) telle que f,, — f p-p.p. Or |f,, | < g pour tout j > o. Donc d’apres le théoreme de
] ] ]

L
Cela contredit I'inégalité ().
Deuxiéme méthode. Comme suggéré dans I’énoncé.

convergence dominée,

f”kj _f|d”jjo)oo'




(a) Vérifions tout d’abord que |f| < g p-p.p. Pour tout € >0, 0on a

plf1> g+ &) < pllf 1> ful + €) < pllf = ful > €).

Donc, u(|f|> g+ ¢€) = o. Ainsi, p-p.p., pour tout n > 1, |f| < g+ 1/n et donc |[f| < g.
(b) Soit € >0.0n a

f |fn—f|dy+f o~ fldn
{Ifui—fI<e} {Ifu—fI>€}

sy(E)uf gldp
{Ifu=f1>¢}

La fonction g étant intégrable, on a d’apres la propriété d’uniforme continuité de I'intégrale,

2J lgldy — o.
{If=f1>¢} nmee

Ainsi, limsup,,_, JE |f, — fldpu < eu(E) pour tout € > o. Donc IE Ifu—fldp — o.
(5)(a) Montrons que 6 et une distance sur IL°(E, u). Soient f,g € IL°(E, p). Il est évident que 6(f,f) =o
et o(f,2) = 0(g, f). Supposons 6(f,g) = o. Alors pour tout n > 1, u(|f — gl > 1/n) < 1/n et la suite
({If — gl > 1/n}),>, est croissante pour l'inclusion donc on a

Llfn—fld#

IA

uf =g = P‘(Uﬂf -gl> 1/n}] = lim p(|f -gl>1/n) =o,

nx1

i.e. f = g p-p.p. Soient maintenant f,g,h € IL°(E, ). Posons a = 6(f, g) et b = 5(g, h). Alors, pour
tout e >0,0n a

u(lf —hl>a+b+2¢) < u(lf-gl+|g—hl>a+b+2¢)
< wulf-gl>a+e)+pullg—hl>b+e)
<

a+b+2e.

Cela implique o(f,h) < o(f,g) + 6(g, h). Vérifions que o métrise la convergence en mesure. Soient
f € L°(E, p) et (f,)n>, une suite d’éléments de IL°(E, ). On suppose tout d’abord que f, — f en
mesure. Soit € > o. Alors, u(|f, — f| > €) = o. Dong, il existe n, € IN tel que u(|f, — f| > ¢) < ¢
pour tout n > n,. Ainsi, o(f,, f) < € pour tout n > n, ce qui montre que 9(f,, f) — o. Supposons
maintenant que 9(f,, f) — o. Soit 11 > o fixé. Pour tout ¢ €]o, 7], il existe n, tel que u(|f,—f|>¢)<e
pour tout n > n,. Ainsi, pour tout n > n,,

plfu=fI>m < plfu—fl>e) <e

ce qui montre que f, — f en mesure.

(5)(b) On peut construire une suite extraite (f,, )i>, telle que p(|f,, . — fu > 2%y <7k pour tout k > 1
(s’en convaincre, c’est important). Notons

Ax={lfu,,. = ful>27F}.

Alors ) j, #(Ag) < co. Donc, d’aprés le lemme de Borel-Cantelli, p(limsup; Ay) = o. Ainsi, la série

Y i, ()= fo ()

k>1

converge pour u-presque tout x. Donc la suite (f,, (x))k>, converge pour u-presque tout x. On note
f salimite p-p.p. (on pose f = o sur I'ensemble de mesure nulle ou f n’e$t pas définie, noter que
f e$t bien définie p-p.p.). Alors d’apres la question 1., f, — f en mesure. Ainsi o(f,,,f) — o et
donc o(f,, f) — o.



(5)(c) Supposons qu’il existe une distance d sur IL°(E, y) qui métrise la convergence p-p.p. D’apres la
question 1., on peut con$truire une suite de fonctions mesurables (f,),>, sur (E, A, u) qui converge
en mesure vers o mais pas p-p.p. Ainsi, il existe ¢ > o et une suite extraite (f,, )i, telle que
d(fy,,0) > € pour tout k > 0. Or f, — o en mesure. Donc, d’apres la question 2., on peut construire
une suite extraite (fnkj )j>o qui converge p-p.p. vers o. Cela contredit I'inégalité d(fnkj,o) > ¢ pour

tout j > o. O

O
——>0C—=—D0<—

f;cercice 5.
Soit f :]o,1[— R une fon&tion positive, monotone et intégrable. Quelle est la limite de la suite

(J;l f(x”)dx)’121 ?

Corrigé :

La fondtion f étant monotone, elle admet une limite & droite en o que nous noterons « (& € RU{+c0}).
1. Premier cas : la fonltion f est décroissante et @ < co. Alors la suite de fonctions positives (f,,),>:
définies par

fulx) = f(x"), x €]o,1],

est croissante et converge A-p.p. vers . Donc d’apres le théoreme de convergence monotone,

f(x")dx — ad) = a.

Jo1 "7 Joal
2. Deuxiéme cas : la fonétion f est décroissante et & = co. Alors (f,,);>; T +o0 A-p.p. donc d’apreés le
théoreme de convergence monotone,

n—oo

f(x")ydx — +oo.
Jo1[

3. Troisiéme cas : la fonction f e$t croissante (on a a < co dans ce cas). Alors la suite de fon&tions
(f)n>1 €$t décroissante et converge A-p.p. vers a. De plus f, = f e$t intégrable donc

f(x"ydx — a.

]O,l [ n—00

4 — Compléments (hors TD)

Exercice 8. Soit (X, A, u) un espace mesuré de masse totale finie et f : X — IR mesurable. Montrer que :

fehXAw = ) ullflzn)<co.

nx1

Que se passe-t-il si la masse totale et infinie ?

Corrigé :



If 1

Y [ itacndn

E n>0
< Y e npn s <l
- Z< ({12 ) = p({If] 2 n 1))
= iﬂ(”ﬂZn})+Znﬂ({|f|Zn})—Z(”+1)ﬂ({|f|Zn+1})
- ﬂE?E)+Zﬂ({If|;;})-

n>1

Pour la derniere égalité, on a utilisé le fait que p({|f| > o}) = u(E). On montre de la méme maniére que

[z Y stz nn,

nx1

On obtient 1’équivalence demandée.

Dans le cas ol y(E) = oo, on peut avoir )., u({|f| > n}) < co avec f non intégrable. Considérer par
exemple f = 1y sur (R, 5(R), A). O
—>0C—=—=D0<—
f;(ercice 9. (Quand est-ce que convergence p.p. implique convergence dans %, ?) Soit (E, A, u) un espace
mesuré avec y(E) < co. Une famille (f;);c;) de fonctions mesurables de E dans R e$t dite uniformément

intégrable si

C—0 iel

lim supf |fildp =o. (2)
{lfilzc)

a) Montrer que toute famille finie de £, (E, A, u) (noté £, (1) dans la suite) et uniformément intégrable.

b) Montrer que la famille (f;);cr) est uniformément intégrable si, et seulement si, les deux conditions
suivantes sont satisfaites :

(i) supflmdy <o

i€l
(i) Ye>o,dn>oYAe A  pA)<n=Viel, |, |fildu<e.

c) Montrer que si les familles (f;);c; et (&;)ier sont uniformément intégrables, alors il en est de méme
pour la famille (f; + g;)ier)-

d) Soit (f,;);>, une suite de fontions qui converge p-p.p. vers une fonction f. Montrer que (f,);>,
e§t uniformément intégrable si, et seulement si, f € £, (p) et

[1g-flan = o
E
Corrigé :

a) Si I eét fini, il suffit de montrer que lim,_,, f{lf-|>c} |fildp = o pour i € I fixé. Ceci découle du

théoreme de convergence dominée, car

J \fildp = J filL{fzc1dp
Ifil>e) E

et |fil1yf=c) converge p-p.p. vers o lorsque ¢ — co en étant majoré par |f;|, qui est intégrable.

8



b) Montrons d’abord 'implication. On remarque que pouri €l et c>o,

f fldp < cp(E) + f fld
E {Ifil>c}

D’apreés (2), il existe C > o tel que supidf{

If1=C) |fildp < co. On a alors

supflﬁldySCy(E)+supj Ifildp < oo,
iel iel J{f;|>C}
ce qui prouve (i).

Pour (ii), on imite la preuve de I'uniforme continuité de I'intégrale : on fixe € > o et on choisit

C > o tel que sup;¢; f{|f-|>C} |fildpu < e/2.Si p(A) < e/(2Cu(E)), on a pour tout i € I :

Llﬁldﬂ < L,M |ﬁ~|du+fl _Ifkdp < AICH(E) +f fldp<e.

Ifil=C

il=

Montrons maintenant la réciproque. Notons y = sup,; f |fildp < co. D’aprés l'inégalité de Mar-

kov, pour i €I et c >0 on a p({|f;| > c}) < y/c. Fixons € > o et soit 1 > o tel que la condition (ii) soit
vérifiée. Pour ¢ > y/n on a alors , u({|fi| > c}) < # pour tout i € I, ce qui implique

sup [ Ifld<e
iel J{|fi|=c}

grace a (ii). Le résultat s’ensuit.
c) C’e$t une conséquence facile de la question b) en utilisant I'inégalité triangulaire.

d) Montrons d’abord I'implication. En écrivant |f| < |f,| + |f — f,|, on voit aisément que f € Z,(p).
Soit € > 0. On écrit, pour c>o0:

[ 1h=pids | mintg,~flerdpe J;MZC} = Fldp.

D’aprés a), f et uniformément intégrable, et donc d’apres c) la suite (f, — f),>, et uniformément
intégrable. Il exiSte donc C > o tel que pour tout n > 1,

f Ifo— fldp<e.
{Ifi=f1=C}

On a donc

[ 1= flaus [ minqf, - 1. odp-e
E X

Mais le premier terme de la quantité de droite tend vers o d’aprés le théoréeme de convergence
dominée. On a donc JE |f, — fldu < 2€ pour n suffisamment grand, ce qui prouve 'implication
désirée.

Montrons finalement la réciproque. La condition fE |fu — fldp — o garantit que la suite (f, —

f)ns1 est uniformément intégrable. Nous avons déja vu que f et uniformément intégrable. 11
s’ensuit que la suite (f,— f + f)u>1 = (f1)n>: €St uniformément intégrable, ce qui conclut 'exercice.

O
—>0C—"D0<—




Fxercice 10. (%) Soient (E, A, u) un espace mesuré et (A,),>; une suite d’éléments de .A. Soit f : (E, A, u) —
(R, B(R)) une fonction intégrable telle que

J |11An—f|dy — o.
E

n—-00
Montrer qu’il existe A € A tel que f = 14, u presque partout.
Corrigé :

Montrons d’abord que |f| < 2 u-p.p. A cet effet, on remarque que d’aprés I'inégalité triangulaire
{IfI>2}c{|1a, - fI> 1}, donc d’aprés I'inégalité de Markov

#({|f|>2})SL|ﬂAn—f|dy o

n—o0

Ainsi, u({|f| > 2}) = o, ce qui prouve que |f| < 2 u-p.p.
Pour prouver que f = 14, yu-p.p, nous allons démontrer que f = f> u—p.p. (et alors A = {f = 1}). A
cet effet, on écrit

[ir=roan < | r-vajdps | 1= an
E E E
= [ na s | 1=l Ll
E E
< [ 1, flan
E
car |14, — f| < 3 p-p.p. Ainsi, on obtient le résultat. O

10



