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TD — Fon�ions mesurables – Corrigé

0 – Exercice du TD 2 à préparer

Exercice 0. Soit (Ω,F ,µ) un espace mesuré tel que µ (Ω) = . Soient A,B ⊂ P (Ω) deux sous-ensembles
de P (Ω) con
itué d’ensembles mesurables. On suppose que A et B sont 
ables par interse�ions finies
et que pour tous A ∈ A,B ∈ B : µ (A∩B) = µ (A) ·µ (B) . Montrer que pour tous U ∈ σ (A) et V ∈ σ (B) on a :
µ (U ∩V ) = µ (U ) ·µ (V ) .

Corrigé :

Première étape. On introduit

G = {U ∈ F ; ∀B ∈ B,µ (U ∩B) = µ (U ) ·µ (B)}.

G e
 une classe monotone contenant A, qui e
 
able par interse�ions finies. Donc, d’après le
théorème de la classe monotone, σ (A) ⊂ G.

Deuxième étape. On introduit

G = {V ∈ F ; ∀U ∈ σ (A) ,µ (U ∩V ) = µ (U ) ·µ (V )}.

G e
 une classe monotone contenant B (d’après la première étape), qui e
 
able par interse�ions
finies. Donc, d’après le théorème de la classe monotone, σ (B) ⊂ G, ce qui conclut. �

1 – Petites questions

) Soient (X,d) un espace métrique (par exemple R), et f : X→R une fon�ion continue. Pourquoi f
e
-elle mesurable ?

) Soient (X,d) un espace métrique (par exemple R), et (fn)n≥ une suite de fon�ions X → R mesu-
rables. Pourquoi la fon�ion limsupn→∞ fn e
-elle mesurable ?

) Soit f : ],[→R une fon�ion dérivable. Pourquoi la fon�ion dérivée f ′ e
-elle mesurable ?
Corrigé :
) Pour tout ouvert O de R, f −(O) e
 ouvert (car f continue), donc mesurable. Comme l’ensemble des
ouverts de R engendre la tribue borélienne, f − e
 continue.

Remarque. Plus généralement, pour montrer que f : (X,A)→ (Y ,B) e
 mesurable, il suffit de mon-
trer que f −(C) e
 mesurable pour toutC appartenant à une ensemble de parties mesurables engendrant
B. En effet, {B ∈ B; f −(B) ∈ A} e
 une tribu. Ainsi, si elle contient une partie C, elle contient alors σ (C).

Pour des que
ions, demande de précisions ou explications, n’hésitez pas à m’envoyer un mail à
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien à venir me voir au bureau V.





) Comme limsupn→∞ fn = infn≥ supk≥n fn , il suffit de montrer que supn≥ fn et infn≥ fn sont me-
surables. Faisons le pour supn≥ fn (l’autre cas étant similaire, ou bien se fait en considérant −fn) en
appliquant la remarque précédente (rappelons que {]a,∞[; a ∈ R} engendre B(R)) : il suffit de montrer
que pour tout a > , {x; supn≥ fn(x) > a} e
 mesurable. Ceci découle de l’écriture :{

x; sup
n≥

fn(x) > a
}

=
⋃
n≥
{x; fn(x) > a} .

C’e
 un ensemble mesurable, étant une union dénombrable d’ensembles mesurables (car {x; fn(x) > a} =
f −n (]a,∞[) e
 mesurable, fn étant mesurable).

Remarque. En toute rigueur, comme limsupn→∞ fn e
 à valeurs dansR, il faut montrer que limsupn→∞ fn :
X→ (R,B(R)) e
 mesurable. Pour cela, on fait la même chose en se rappelant que les boréliens de R sont
les boréliens de R auquels on ajoute éventuellement +∞ et/ou −∞, et que {]a,∞];a ∈R} engendre B(R).
) Pour x ∈],[,

f ′(x) = lim
n→∞

f (x+ /n)− f (x)
/n

,

ainsi f ′ e
 mesurable comme une limite simple de fon�ions mesurables. �

2 – Fonctions mesurables

Exercice 1. (Tribus image et réciproque) Soit f : X → Y une application. Soient F une tribu sur X et G
une tribu sur Y .

. Montrer que {B ⊂ Y ;f −(B) ∈ F } e
 une tribu sur Y . Elle e
 appelée tribu image par f .

. (a) Montrer que f −(G) := {f −(B),B ∈ G} e
 une tribu sur X. On l’appelle tribu engendrée par f
ou tribu réciproque par f et on la note parfois σ (f ).

(b) Montrer que c’e
 la plus petite tribu sur X qui rende f : X→ (Y ,G) mesurable.

(c) Soit B ⊂ P (Y ). Alexandra dit : alors nécessairement, σ (f −(B)) = f −(σ (B)). A-t-elle raison ?

. On supppose que f : X → (R,B(R)). Montrer que toute fon�ion g : (X,σ (f )) −→ (R,B(R)) mesu-
rable s’écrit g = h ◦ f avec h : (R,B(R)) −→ (R,B(R)) mesurable.
Indication : commencer par le cas où g e
 étagée.

. (Exemple.) Soit f : R −→ (R,B(R)) définie par f (x) = x.

(a) Montrer que la tribu réciproque par f e
 σ (f ) := {A ∈ B(R),A = −A}.
(b) Déterminer l’ensemble des fon�ions mesurables de (R,σ (f )) dans (R,B(R)).

. Soient (Yi ,Bi)i∈I une famille d’espaces mesurables, Y un ensemble, des fon�ions fi : Y → Yi et B
la tribu engendrée par la famille de fon�ions (fi)i∈I , i.e. la plus petite tribu sur Y rendant les fi
mesurables. On la notera aussi σ (fi , i ∈ I).

(a) Prouver que σ (fi , i ∈ I) = σ

⋃
i∈I
f −i (Bi)

.

(b) Montrer que f : (X,A) → (Y ,B) e
 mesurable si, et seulement si, pour tout i ∈ I , fi ◦ f :
(X,A)→ (Yi ,Bi) e
 mesurable.

Corrigé :

. Il s’agit d’une simple vérification des trois points de la définition d’une tribu.

. (a) Il s’agit d’une simple vérification des trois points de la définition d’une tribu.





(b) Il e
 clair que σ (f ) rend f mesurable (car pour tout B ∈ G, on a bien f −(B) ∈ σ (f )). D’autre
part, toute tribu rendant f mesurable contient σ (f ), car elle doit contenir les ensembles de la
forme f −(B) pour B ∈ G. Le résultat s’ensuit.

(c) Alexandra a raison. Montrons la double inclusion. Tout d’abord, il e
 clair que f −(A) ⊂
f −(σ (A)), ce qui implique que σ (f −(A)) ⊂ f −(σ (A)). Ensuite, notons

B = {B ⊂ Y ;f −(B) ⊂ σ (f −(A))}.

CommeA ⊂ B, on en déduit que σ (A) ⊂ σ (B) = B carB e
 une tribu. Il s’ensuit que f −(σ (A)) ⊂
σ (f −(A)), ce qui clôt la preuve.

. Soit g : (X,σ (f )) −→ (R,B(R)) mesurable et étagée, g =
∑n
i=λiAi , avec λi ∈R etAi ∈ σ (f ). Comme

Ai appartient à la tribu réciproque de f , il exi
e Bi ∈ B(R) tel que Ai = f −(Bi). Et donc

g =
n∑
i=

λiBi︸    ︷︷    ︸
mesurable (R,B(R))−→(R,B(R))

◦f .

Traitons maintenant le cas général : g s’écrit comme limite simple de fon�ions étagées g = limen.
Donc si l’on écrit en = hn ◦ f on obtient g = limhn ◦ f avec hn : (R,B(R)) −→ (R,B(R)) mesurable.
Si l’on pose

h(x) =
{

limhn(x) quand la limite exi
e,
 sinon.

Mais h = 1| limsupn→∞ hn|<∞ limsupn→∞hn e
 mesurable comme produit de fon�ions mesurables,
et de plus g = h ◦ f .

. (a) Ceci provient aisément du fait que f −(A) =
√
A∩R+ ∪ (−

√
A∩R+) pour A ∈ B(R).

(b) D’après la que
ion . ce sont les fon�ions de la forme f (x) avec f : (R,B(R)) → (R,B(R))
mesurable.

. (a) La plus petite tribu sur Y rendant les fi mesurables contient forcément
⋃
i∈I f

−
i (Bi), de sorte

que

σ (fi ; i ∈ I) ⊃ σ

⋃
i∈I
f −i (Bi)

 .
Pour l’autre inclusion, il suffit de remarquer que σ

(⋃
i∈I f

−
i (Bi)

)
rend mesurables les fi .

(b) Tout d’abord, si f : (X,A)→ (Y ,B) e
 mesurable, alors fi ◦ f e
 mesurable comme composée
de fon�ions mesurables.
Réciproquement, supposons que toutes les fon�ions fi ◦f soient mesurables. D’après la ques-
tion précédente, pour montrer que f e
 mesurable, il suffit de montrer que si B ∈

⋃
i∈I f

−
i (Bi)

alors f −(B) ∈ A. Soit donc B ∈
⋃
i∈I f

−
i (Bi). Il exi
e donc i ∈ I et Bi ∈ Bi tels que B = f −i (Bi).

Mais alors f −(B) = f −(f −i (Bi)) = (f ◦ fi)−(Bi) ∈ A, ce qui conclut.

�

Exercice 2. (Tribus produits) Soient (X,A) et (Y ,B) deux espaces mesurables. On appelle tribu produit
de A et B la tribu notée A⊗B définie parA⊗B = σ ({A × B,A ∈ A,B ∈ B}). On note πX : X × Y → X et
πY : X ×Y → Y les proje�ions canoniques sur X et Y .





. Prouver que A⊗B = σ (πX ,πY ), autrement dit que A⊗B e
 la plus petite tribu rendant πX et πY
mesurables.

. Soit f : (Z,C) → (X × Y ,A⊗ B) une application. On écrit f (z) = (fX(z), fY (z)). Prouver que f e

(C,A⊗B) mesurable si et seulement fX et fY sont respe�ivement (C,A) et (C,B) mesurables.

. Prouver que B(R) = B(R)⊗B(R). On pourra admettre que si O (R) désigne l’ensemble des ou-
verts de R

, on a :

O (R) =

⋃
i∈I
Ui ×Vi ;Ui ,Vi ouverts de R, I dénombrable.


Corrigé :

. D’après la que
ion (a) de l’exercice , A⊗B = σ ({A×Y ,X ×B},A ∈ A,B ∈ B). Il e
 clair que

σ ({A×Y ,X ×B},A ∈ A,B ∈ B) ⊂ σ ({A×B,A ∈ A,B ∈ B}).

Pour l’autre inclusion, il suffit de remarquer que pour A ∈ A et B ∈ B on a A×B = (A×Y )∩ (X ×B).

. C’e
 une conséquence de la que
ion (b) de l’exercice .

. On établit la double inclusion. Montrons tout d’abord que B(R)⊗B(R) ⊂ B(R). Pour tous ouverts
O,O′ de R, O ×O′ e
 un ouvert de R

. Ensuite, considérons la classe G définie par :

G = {A ∈ B(R); A×B ∈ B(R) pour tout ouvert B de R}.

Il e
 facile de voir que G e
 une tribu. Comme G contient les ouverts de R, G = B(R). Ensuite,
on considère la classe G définie par :

G = {B ∈ B(R); A×B ∈ B(R) pour tout A ∈ B(R)}.

Il e
 facile de voir que G e
 une tribu. D’après ce qu’on a fait précédemment, G contient les
ouverts de R, et donc G = B(R). Ainsi,F × G ∈ B(R) pour F ,G ∈ B(R), et donc B(R) ⊗ B(R) ⊂
B(R). En effet, rappelons que par définition B(R)⊗B(R) = σ (F ×G;F ,G ∈ B(R)) .
Réciproquement, montrons que B(R) ⊂ B(R)⊗B(R). D’après le résultat admis, comme B (R) =
σ (O (R)), il suffit de montrer que si I e
 dénombrable et Ui ,Vi (i ∈ R) sont des ouverts de R,
alors ⋃

i∈I
Ui ×Vi ∈ B(R)⊗B(R).

Ceci e
 clairement le cas, car Ui ,Vi ∈ B(R) et I e
 dénombrable.

Remarque. Cette preuve montre que B(X × Y ) = B(X) ⊗ B(Y ) lorsque X et Y sont deux espaces
métriques à base dénombrable d’ouverts (ou, de manière équivalente, s’ils sont séparables).

�

Exercice 3.

. Soit (E,A) un espace mesurable et (fn : E −→ R)n≥ une suite de fon�ions mesurables. Montrer
que l’ensemble des x tels que (fn(x))n≥ admette une limite finie e
 mesurable.
Indication : Pensez au critère de ——.

. (a) On munit R de la di
ance discrète définie par d(x,y) = 1x,y . Quelle e
 alors la tribu borélienne ?
E
-ce que les tribus engendrées par les boules ouvertes et les boules fermées sont la tribu
borélienne ?





(b) (?) Soient (E,A) un espace mesurable, (X,d) un espace métrique et (fn : (E,A)→ (X,B(X))n≥
une suite de fon�ions mesurables. On suppose que (fn)n≥ converge simplement vers une
fon�ion f : E→ X (c’e
-à-dire que pour tout x ∈ E, fn(x) converge vers f (x) lorsque n→∞.

Montrer que f : (E,A)→ (X,B(X)) e
 mesurable.

Corrigé :

. Écrivons le critère de Cauchy :

(fn(x)) converge ⇐⇒ ∀ε > ∃N ∈N∀n,m ≥N, |fn(x)− fm(x)| < ε

(fn(x)) converge ⇐⇒ x ∈
⋂
ε>

 ⋃
N∈N

 ⋂
n,m≥N

{x ∈ E, |fn(x)− fm(x)| < ε}




L’ensemble {x ∈ E, |fn(x)− fm(x)| < ε} e
 bien mesurable puisque fn et fm sont mesurables. Il re
e
encore un problème, on a seulement le droit de faire des unions et interse�ions dénombrables
d’ensemble mesurables : on ne peut pas faire l’interse�ion pour tous les ε > , mais on peut
prendre une suite εk qui converge vers . Plus précisément :

(fn(x)) converge ⇐⇒ x ∈
⋂
k>

 ⋃
N∈N

 ⋂
n,m≥N

{
x ∈ E, |fn(x)− fm(x)| < 

k

}
 .

. (a) La tribu borélienne e
 la discrète de toutes les parties de R. En revanche, les tribus engendrées
par les boules ouvertes ou fermées sont la tribu {A ⊂R; A ou Ac e
 dénombrable}, qui e
 ainsi
différente de la tribu borélienne.

(b) Il suffit de montrer que f −(F) e
 mesurable pour tout fermé F (cf la remarque des petites
que
ions). On rappelle que la di
ance à un fermé e
 une application -lipschitzienne (c’e
-
à-dire que x→ d(x,F) e
 -lipschitzienne) et que x ∈ F ssi d(x,F) = . On écrit alors :

f −(F) = {x ∈ X;d(f (x),F) = } =
{
x ∈ X; lim

n→∞
d(fn(x),F) = 

}
=

⋂
p≥

⋃
N∈N

⋂
n≥N

{
x ∈ X;d(fn(x),F) ≤ 

p

}
,

qui e
 mesurable comme unions et interse�ions dénombrables d’ensembles mesurables. En
effet, x→ d(fn(x),F) e
 mésurable, étant la composée de la fon�ion mesurable fn par la fonc-
tion -lipschitzienne y→ d(y,F) (donc continue, donc mesurable).
ATTENTION : Il ne suffit pas de montrer que les images réciproques des boules (ouvertes ou
fermées) sont mesurables. En effet, ce n’e
 que dans un espace métrique séparable qu’on peut
affirmer que la tribu engendrée par les boules e
 la tribu borélienne (cf que
ion a)).

�

Exercice 4. Soient (X,A,µ) un espace mesuré et f : (X,A)→ (R,B(R)) une fon�ion mesurable.

a) Montrer que si µ(X) , , il exi
e A ∈ A tel que µ(A) >  et f soit bornée sur A.

b) Montrer que si µ({f , }) , , alors il exi
e A ∈ A tel que µ(A) >  et |f | soit minorée sur A par
une con
ante 
ri�ement positive.

Corrigé :





a) Soit An = {|f | ≤ n} (de manière plus formelle, An = {x; |f (x)| ≤ n}), qui e
 mesurable. Il e
 clair
que An e
 une suite croissante d’ensembles et que ∪n≥An = X. Ainsi,

lim
n→∞

µ (An) = µ

⋃
n≥

An

 = µ(X) > .

Il exi
e donc n ≥  tel que µ(An) > , ce qui conclut.
b) Soit An = {|f | ≥ /n} (de manière plus formelle, An = {x; |f (x)| ≥ /n}), qui e
 mesurable. Il e


clair que An e
 une suite croissante d’ensembles et que ∪n≥An = {f , }. Ainsi,

lim
n→∞

µ (An) = µ

⋃
n≥

An

 = µ({f , }) > .

Il exi
e donc n ≥  tel que µ(An) > , ce qui conclut.
�

Exercice 5. (Théorème d’Egoroff) Soit (E,A,µ) un espace mesuré tel que µ(E) < ∞. On considère une
suite (fn)n≥ de fon�ions réelles mesurables sur E et f une fon�ion réelle mesurable sur E telles que
fn→ f µ-p.p. quand n→∞.

. Montrer que pour tout k ≥  et pour tout η >  il exi
e n ≥  tel que µ

⋃
j≥n

{
x ∈ E : |fj(x)− f (x)| > 

k

} ≤
η.

. En déduire que pour tout ε > , il exi
e A ∈ A de mesure µ(A) ≤ ε tel que fn→ f uniformément
sur E \A.

. Donner un contre-exemple à ce résultat si l’on suppose que µ(E) =∞.

Corrigé :

. La suite de fon�ions (fn)n≥ converge µ-p.p. vers f ce qui implique que pour tout k ≥ ,

µ

⋂
n≥

⋃
j≥n

{
x ∈ E : |fj(x)− f (x)| > 

k

} = .

Pour tout k ≥ , la suite (
⋃
j≥n

{
x ∈ E : |fj(x)− f (x)| > k

}
)n≥ e
 décroissante pour l’inclusion et

µ(E) <∞ donc

µ

⋂
n≥

⋃
j≥n

{
x ∈ E : |fj(x)− f (x)| > 

k

} = lim
n→∞

µ

⋃
j≥n

{
x ∈ E : |fj(x)− f (x)| > 

k

} .
Ainsi

lim
n→∞

µ

⋃
j≥n

{
x ∈ E : |fj(x)− f (x)| > 

k

} = ,

et l’on obtient le résultat.
. Fixons ε > . D’après la que
ion (), pour tout k ≥ , on peut trouver nk ≥  tel que

µ

⋃
j≥nk

{
x ∈ E : |fj(x)− f (x)| > 

k

} ≤ −kε.
Posons A =

⋃
k≥

⋃
j≥nk

{
x ∈ E : |fj(x)− f (x)| > 

k

}
. Alors µ(A) ≤ ε et sur E \ A, fn → f uniformément

quand n→∞.





. On se place sur (R,R,λ). Considérons la suite de fon�ions (fn)n≥ = (1[−n,n])n≥. Alors (fn)n≥
converge simplement vers 1

R
. Soit B ∈ B(R) de mesure finie tel que (fn)n≥ converge sur B uni-

formément vers 1
R

. Alors λ(R \B) = +∞, ce qui implique que R \B contient des réels arbitraire-
ment grands en valeur absolue et donc qu’on ne peut pas avoir convergence uniforme sur R \B .
Le théorème d’Egoroff ne peut donc pas être démontré si l’on ne suppose pas µ(E) <∞.

�

Exercice 6. Soient (E,A,µ) un espace mesuré avec µ non nulle et f : (E,A) → (R,B(R)) une fon�ion
mesurable. Montrer que pour tout ε >  il exi
e un ensemble A ∈ A de mesure µ(A) >  tel que pour
tous x,y ∈ A on ait |f (x)− f (y)| < ε.

Corrigé :

Pour tout r ∈ R, on note Ar = f −(]r − ε/, r + ε/[). La fon�ion f étant mesurable, chaque ensemble
Ar e
 mesurable. De plus,

⋃
r∈QAr = f −(R) = E. Supposons que µ(Ar ) =  pour tout r ∈ Q. Alors

µ(E) =
∑
r∈Qµ(Ar ) = . Or µ(E) > . Donc il exi
e r ∈Q tel que µ(Ar) > . De plus |f (x)− f (y)| < ε pour

tous x,y ∈ Ar . �

Exercice 7. Soit C = C([,],R) l’espace des fon�ions continues sur [,] à valeurs dans (R,B(R)), muni
de la topologie de la convergence uniforme. On note C la tribu borélienne de C et C la plus petite tribu
de C rendant les applications de “proje�ion” f 7→ f (x) mesurables pour tout x. Comparer les tribus C
et C.

Corrigé :

L’ensemble C e
 muni de la topologie de la convergence uniforme. Ainsi, pour tout x ∈ [,], l’ap-
plication f ∈ C 7→ f (x) ∈ R e
 continue et donc mesurable par rapport à la tribu C. On en déduit
l’inclusion C ⊂ C. Montrons réciproquement que C ⊂ C. Soit une fon�ion f ∈ C fixée. Pour tout
x ∈ [,]∩Q, l’application f ∈ C 7→ |f (x)− f(x)| e
 mesurable par rapport à la tribu C. Donc l’applica-
tion f ∈ C 7→ supx∈Q |f (x) − f(x)| e
 mesurable par rapport à la tribu C car c’e
 un sup dénombrable
de fon�ions mesurables. Or ‖f − f‖∞ = supx∈Q |f (x) − f(x)|. Ainsi la fon�ion f ∈ C 7→ ‖f − f‖∞ e

mesurable par rapport à la tribu C ce qui implique que toutes les boules ouvertes de C sont mesurables
par rapport à C. L’espace C étant séparable, tous les ouverts de C sont donc mesurables par rapport à
C. �

 – Compléments (hors TD)

Exercice 9. (Exemples et contre-exemples) Répondre aux que
ions suivantes, si la réponse e
 positive
donner une démon
ration, si la réponse e
 négative donner un contre-exemple. On munit R de la
mesure de Lebesgue :

. Un ouvert de R de mesure finie e
-il borné ?

. Un borélien de mesure 
ri�ement positive e
-il d’intérieur non vide ?

. Un ouvert dense de [,] a-t-il une mesure  ?

. Deux compa�s homéomorphes ont-ils même mesure ? L’un peut-il être de mesure nulle et l’autre
de mesure positive ?

. (?) Exi
e-t-il un borélien A de R tel que pour tout intervalle ouvert borné non vide I , on ait les
inégalités 
ri�es  < λ(A∩ I) < λ(I) ?

Corrigé :





. Non, par exemple O =
⋃
n∈N]n− /n,n+ /n[.

. Non, l’ensemble [,] \Q e
 de mesure  et e
 d’intérieur vide.

. Non, cf TD précédent : si on numérote (qn)n≥ tous les rationnels de [,], et qu’on con
ruit
Aε =

⋃
n]qn− ε

n ,qn+ ε
n [ on obtient un ouvert de mesure inférieure à ε et dense (puisqu’il contient

tous les rationnels).

. Non (facile). Oui, les espaces de Cantor sont tous homéomorphes, et certains sont de mesure
nulle, d’autres non (voir TD).

. Oui, mais il n’e
 pas facile à con
ruire : il faut prendre un ensemble de Cantor de mesure non
nulle, puis dans chaque trou glisser un ensemble de Cantor plus petit, etc.

�

Exercice 10. Soit f : [,] −→ R une fon�ion continue. Pour tout y ∈ R, on note N (y) ∈ R le nombre de
solutions de l’équation f (x) = y. Montrer que N e
 une fon�ion mesurable.

Corrigé :

L’équation f (x) = y possède une solution dans [k−n, (k + )−n[ si y ∈ f ([k−n, (k + )−n[). Puisque f
e
 continue, le théorème des valeurs intermédiaires implique que f ([k−n, (k + )−n[) e
 un intervalle
et e
 donc mesurable. Ainsi la suite de fon�ions

Nn =
n−∑
k=

y∈f ([k−n,(k+)−n[) + y=f (),

e
 mesurable e
 tend en croissant vers N qui e
 donc mesurable. �

Exercice 11. (?) Soit f : (R,B(R))→ (R,B(R)) une fon�ion mesurable telle que f (x+y) = f (x)+f (y) pour
tout x,y ∈R. Montrer que f e
 linéaire.

On pourra admettre le résultat suivant (théorème de Lusin, prouvé ultérieurement) : si une
fon�ion g : ([a,b],B([a,b])→ (R,B(R)) e
 mesurable, pour tout ε > , il exi
e un compa� Kε ⊂ [a,b] tel
que µ([a,b]∩Kcε) ≤ ε et la re
ri�ion de g à K e
 continue.

Corrigé :

Il e
 clair que f () = . Il suffit de prouver que f e
 continue en  (f sera alors continue sur tout R et
donc linéaire). Soit ε > . D’après le théorème de Lusin, il exi
e un compa� K ⊂ [,] tel que µ(K) > /
et sur lequel f e
 continue. Puisque f e
 alors uniformément continue sur K , il exi
e δ ∈ (,/) tel
que |f (x)−f (y)| < ε dès que |x−y| ≤ δ. Soit h ∈ (,δ). Alors les ensembles K et K −h = {x−h; x ∈ K} ne sont
pas disjoints. En effet, dans le cas contraire, on aurait :

+ h = µ([−h,]) ≥ µ(K ∪ (K − h)) = µ(K) +µ(K − h) > /,

ce qui contredit le fait que h < δ < /. Il exi
e donc x ∈ K∩(K−h), ce qui implique que |f (x)−f (x+h)| <
ε, et donc |f (h)| < ε. �

Fin




