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TD 1 — Prolégomeénes @

1 — Limites supérieure et inférieure d’une suite
W

‘Exercice 1. Soit (@,4)nso une suite de réels. On définit les deux nombres suivants dans R = R U {co} :

limsupa, = lim (sup ak) et liminfa, = lim (infak).
n—00 n—o00 k>n n—o00 n—oo\ k>n

1. Vérifier que ces deux définitions ont bien un sens.

2. Vérifier les assertions suivantes :

limsupa, <a dn>o,Vk>n,a,<a

n—-oo

dn>o,Vk>n,a,<a limsupa, <a

n—-oo
limsupa, > a
n—-oo

Vn>o,dk>n,a >«

Vn>o,dk>n,a >a

L v

limsupa, > a.

n—-oo

Ecrire des assertions similaires faisant intervenir liminfa,.
n—o00

3. Soit (a,),>, une suite de nombres réels.

(a) Montrer que limsup,,_, 4, et liminf,_,, a, sont respetivement la plus grande et la plus pe-
tite valeur d’adhérence de la suite (a,,),>0-

(b) Vérifier que a, converge vers [ € R si et seulement si limsupa, = liminfa, = I.
n—-oo

n—-oo

Exercice 2. Soit (X,)n>, Une suite d’éléments de R et soit f : R — R une fonc&ion continue. Montrer que
si f est croissante alors

f(limsupx,) =limsup f(x,) et f(liminfx,) =liminf f(x,).

n—oo n—oo n—-oo n—oo

Que dire si f et décroissante ?

mm

Pour des queStions, demande de précisions ou explications, —n’hésitez pas a m'envoyer un mail a
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien a venir me voir au bureau V4.




2 — Limites supérieure et inférieure d’ensembles
L e N
‘Exercice 3. (Fon&ions indicatrices) Soit E un ensemble. Si A C E, on note 14 I'application E — {o,1}

définie par 14(x) =1 si x € A et 14(x) = o sinon. La fon&tion 14 est appelée la fontion indicatrice de A
(ou encore fon&tion caractéristique de A ou tout simplement 'indicatrice de A).

1. Si A,BCE, écrire 1 4np et 14p en fon&tion de 14 et 1p.
2. Soit (A,),>; une suite de sous-ensembles de E. Relier les fonctions indicatrices 1 _ 4 et 1y 4
aux fonctions 14 , n > 1.

3. Représenter graphiquement les fonctions suivantes (définies sur IR) :

E:ll[maﬂ) E:lﬂ{Q”P 2:;1[mn+1L

n>o n=o nzo

G

‘Fxercice 4. On considére un ensemble E, et (Aj)u>: une suite de sous-ensembles de E. Si A C E, on note
14 sa fon&tion caradtéristique (L4(x) =1 si x € A et 1 4(x) = o sinon).

1. Que représentent les ensembles suivants,

U U

n21k>n n21k>n

Le premier e$t noté liminf, ,, A,, le second limsup,_, A, Relier les fontions indicatrices
Illiminf,Hm A, ]llimsupn_mA”

aux fonctions 14 , n > 1.
2. Montrer que les propriétés suivantes sont vérifiées.

(a) (limsup,_,A,)" =liminf, , (A,)" etliminf, , A, Climsup,_ A,

(b) limsupA, = {ZnAn =}, liminfA, = {anny < ool

n—-oo n>o n>o
(c) limsup(A,UB,)=limsupA, UlimsupB,, limsup(A,NB,)ClimsupA, NlimsupB,,.
n—0o0 n—00 n—00 n—00 n—00 n—00

3. Calculer liminfA, et limsupA, dans les cas suivants
(a) A,,=FetA,,., =G,ouF,GCE sont fixés,
(b) Ay =]-00,a,],00a,,=1+1/(2p) et ayp,y =—1-1/(2p+1),
(©) Aw=lo,3+1/CP) et Apyry =)= 1-1/(3p),2],
(d) A, =puIN, ol (p,),>, €St la suite des nombres premiers et p,IN est I'ensemble des multiples de

Pn
(e) A, =[sin(n)—1,sin(n)+ 1].

mm



3 — A chercher pour la prochaine fois

‘Exercice 5. Soit f : E > R, U{+oco} une fon&ion. Pour tout n > 1 et tout i € {0, 1,...,n2" — 1} on note
A,={x€E; f(x)=n), Byi={xeE i2"<f(x)<(i+1)27"),
n2"—1

. 1 . . . .
et pour un entier n > 1 on pose f, = > —1p +nly . Soit x € E fixé. Que dire de la suite f,(x) lorsque
2 n

n,i
i=o0
n—oo0?

mm
4 — Compléments (hors TD)

‘Exercice 6. Soient X un ensemble non vide et une suite (fu)n>1 de fon&tions f,, : X — R bornées, qui
converge simplement vers f : X — IR bornée.

(i) Montrer que sup f(x) < liminf(sup f,(x)). Etablir une inégalité analogue pour 'inf.
xeX =00 yxeX
(ii) Donner un exemple ou l'inégalité est stricte. Montrer qu’il y a égalité si la convergence de la suite

(fu)n=1 €St uniforme.

Exercice 7. (D’aprés compétition Putnam 1954) Trouver la valeur de lim

n—-o0

1. Soit (a,,),>, une suite de nombres réels vérifiant a,,,,, < a,,+a,, pour tous entiers m,n > o. Montrer

n
a+s\"
——] ,oua>o.

n
s=1

'Z?(ercice 8.

. —= . .4
que la suite (a,/n),>, converge dans IR vers ir;f 7"

2. () Un chemin autoévitant de longueur n de Z? et une suite de points distinéts Ay, A,,..., A, a
coordonnées entieres out A, e§t l'origine et tels que la diStance entre A; et A;,, vaut 1 pour tout
0 <i <n-1.Soit a, le nombre de chemins auto-évitants de longueur #n de Z>. Montrer que a’/"

converge lorsque n — oo vers un réel positif noté c et que 2 <c¢ < 3.

Remarque. Le réel ¢ e§t appelé constante de connectivité du réseau Z>. On ne connait pas sa valeur exalte.
La con$tante de connectivité du réseau hexagonal a été calculée par Hugo Duminil-Copin et Stanislav
Smirnov en 2012 [1], résolvant ainsi une conjeture formulée en physique théorique il y a 30 ans par
Nienhuis.
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