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Grands arbres alZatoires

Rappel : arbres de BGW

I
Soit u une probabilitZ suN telle quep(0) + (1) < 1et ., oku(k) ! 1.
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Grands arbres alZatoires

Rappel : arbres de BGW

I
Soit u une probabilitZ suN telle quep(0) + (1) < 1et ., oku(k) ! 1.

On pose, pour toutl I T,

Pu(®)= H(Ku)
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Grands arbres alZatoires

Rappel : arbres de BGW

I
Soit u une probabilitZ suN telle quep(0) + (1) < 1et ., oku(k) ! 1.

On pose, pour toutl I T,

Pu(®)= H(Ku)

Figure: Ces deux arbres ont la meme probabilitd(3)p(1)?u(0)3.
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Grands arbres alZatoires

Rappel : arbres de BGW

I
Soit u une probabilitZ suN telle quep(0) + (1) < 1et ., oku(k) ! 1.

On pose, pour toutl I T,

Pu(®)= H(Ku)

Figure: Ces deux arbres ont la meme probabilitd(3)p(1)?u(0)3.

| P, dZPnit bien une probabilitZ sdir.
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Codage par des marches alZatoires

II. Codage par des marches alZatoires
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Codage par des marches alZatoires

LOordre lexicographique
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Codage par des marches alZatoires

LOordre lexicographique

On Ztiquette les sommets dOun arbre

12211 12212
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Codage par des marches alZatoires

LOordre lexicographique

On Ztiquette les sommets dOun arbréOn considsre ensuite ses sommets
ordonnZs dans |Oordre lexicographiquéd) ! u(1)! aaa u()!'|!' 1), o ||
est la taille! .

12211 12212
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Codage par des marches alZatoires

LOordre lexicographique

On Ztiquette les sommets dOun arbréOn considsre ensuite ses sommets
ordonnZs dans |Oordre lexicographiquéd) ! u(1)! aaa u()!'|!' 1), o ||
est la taille! .
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Codage par des marches alZatoires

| a marche tlakasiewicz

La marche de ukasiewicz(Wq(! ), Wy(!),..., W (!)) dOun arbré est dZpnie
par :
() Wo(!) =0,
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Codage par des marches alZatoires

| a marche tlakasiewicz

La marche dé ukasiewiczWo(!), W1(!), ..., W) (!)) dOun arbré est dZpbnie
par :

(i) Wo(!)= 0, | ) :

() Wiz1(1)! W;(!)= nombre dOenfants dgi) ! 1 pourO! 1! [|'|! 1.

Igor Kortchemski Arbres et marches alZatoires



Codage par des marches alZatoires

| a marche tlakasiewicz

La marche dé ukasiewiczWo(!), W1(!), ..., W) (!)) dOun arbré est dZpbnie
par :

(i) Wo(!)= 0, | ) :

() Wiz1(1)! W;(!)= nombre dOenfants dgi) ! 1 pourO! 1! [|'|! 1.

>

—t++—+—————
12345678910111213141'5
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Codage par des marches alZatoires

| a marche tlakasiewicz

La marche de ukasiewiczWoq(!), W1(!),..., W) (') dOun arbré est dZpbnie
par :

() Wo(!) =0, | N "

() Wiz1(1)! W;(!)= nombre dOenfants dgi) ! 1 pourO! 1! [|'|! 1.

>

—t++—+—————
12345678910111213141.5

| Fait:W;(!)" OpourtoutO! i! ||l 1, etWy(!1)=1! 1
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Codage par des marches alZatoires

La marche Hakasiewicz dOun BGW arbre

Soit (W;);i o une marche alZatoire s telle queW, = 0 et
P(Wi=1)=u(+ 1) pouri! I 1
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Codage par des marches alZatoires

La marche Hakasiewicz dOun BGW arbre

Soit (W;);i o une marche alZatoire s telle queW, = 0 et
P(Wi=1)=u(+ 1) pouri! I 1
On pose

L =inffn ! 1:W, =1 1}.
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Codage par des marches alZatoires

La marche Hakasiewicz dOun BGW arbre

Soit (W;);i o une marche alZatoire s telle queW, = 0 et
P(Wi=1)=u(+ 1) pouri! I 1
On pose

L =inffn ! 1:W, =1 1}.

ThZoreme.

La marche de! ukasiewicz dOun BGWarbre a la meme loi que
(Wo, Wq,...,W; ).
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Codage par des marches alZatoires

La marche Hakasiewicz dOun BGW arbre

Soit (W;);i o une marche alZatoire s telle queW, = 0 et
P(Wi=1)=u(+ 1) pouri! I 1
On pose

L =inffn ! 1:W, =1 1}.

ThZoreme.

La marche de! ukasiewicz dOun BGWarbre a la meme loi que
(Wo, Wq,...,W; ).

Corollaire
(1) La taille dOun BG)\Varbre a la meme loi qué ; : P([T|=n) = P(!1 = n).

Igor Kortchemski Arbres et marches alZatoires



Codage par des marches alZatoires

La marche de £uKasiewicz d'un BGW arbre

Soit (W;)i1 o une marche aléatoire sur Z telle que Wy = 0 et
P(Wi=1) =i+ 1) pouri! —1.
On pose

L= infin! 1:W, = —1}.

ThZoreme.

La marche de tukasiewicz d'un BGW, arbre a la méme loi que
(Wo, W1, ..., W¢,).

Corollaire
(1) La taille d’'un BGW,, arbre a la méme loi que !'; : P(|T|=n) = P(!1 = n).

(2) Si T, est BGW,, arbre conditionné a avoir n sommets, (Wi(T.))o" i n 2
la méme loi que la marche aléatoire (W;)g i n, conditionnée 3 toucher —1
pour le premiére fois a I'instant n.
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Codage par des marches alZatoires

Bias de la marche alZatoire sous-jacente

Point clZ : la(W;)i: ¢ une marche alZatoire su telle queW;, = 0O et
P(W;=1i)=pu(i+ 1) pouri! ! 1vZripe :
| |
E[W.]= (i + 1) = (! Du@i)=m! 1
11 11 0

0* m est la moyenne de.
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Codage par des marches alZatoires

Bias de la marche alZatoire sous-jacente

Point clZ : la(W;)i: ¢ une marche alZatoire su telle queW;, = 0O et
P(W;=1i)=pu(i+ 1) pouri! ! 1vZripe :
| |
E[W.]= (i + 1) = (! Du@i)=m! 1
11 11 0

0* m est la moyenne de.

On montre de meme que la variance d&; est Zgale ~ la variance dg.
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

I1l.  Outils pour Ztudier les marches alZatoires
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

1) Le lemme cyclique

—==>0 =0 0<5

Igor Kortchemski Arbres et marches alZatoires



Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Le lemme cycligue

On pose

=5

{(X1,...,x,)! {1 1,0,1,..}: x4+ a4 x, =! 1}

2--
1--
0 :
"1 2 3 4 5 6
I 14 ° ° ° °
I 21 ° °
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Le lemme cycligue

On pose

SV = {(Xq,..., %) ! {1 1,0,1,..}:x, + Adé xp, = ! 1}

SY = {(xg, .. %) ! S xg adé x; > ! 1pourtout 1! j! n! 1}

2--
11 o °
Oe ® & ®
1 2 3 4 5 6
| 14 .
1 21
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Le lemme cycligue

On pose

SV = {(Xq,..., %) ! {1 1,0,1,..}:x, + Adé xp, = ! 1}

SY = {(xg, .. %) ! S xg adé x; > ! 1pourtout 1! j! n! 1}

Pourx = (Xg,....,%,) ! SY eti! z/n Z, on posex() = (Xis1,...,Xi+n)
(addition modulon)

2--
1--
0 :
"1 2 3 4 5 6
I 1+ ° ° ® °
I 21 ° °
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Le lemme cycligue

SU = {(xg,...,xn)! {11,001, x4+ xq =! 1

={(x1,...,%Xn) ! S,gl):xl—l—---—i—xj > 1 1pour tout 1 <j<n! 1L

Pourx = (x1,...,xy) ! S eti! Z/n7Z, on posex') = (xi 11,...,%i+n)

(addition modulon) et
| "

= i! Z/mnZ:x"1 Y
2--

1--

M1 2 3 4 5 6
I 1+ ° ° ® °
I 21 ° °
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Le lemme cycligue

SU = {(xg,...,xn)! {11,001, x4+ xq =! 1

S&l):z{(xl,...,xn)! S,gl):xl—l—---—i—xj>! 1 pour tout 1 <j <n! 1}
Pourx = (x1,...,xy) ! S eti! Z/n7Z, on posex') = (xi 11,...,%i+n)
(addition modulon) et

! 1||
k= i! Z/mZ:x)1 §Y
2 2
1 1
M1 2 3 4 5 6 M1 2 3 4 5 6
I 1 e o O o e ° ° ° °
I 2 o O I 2 ° °
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Le lemme cycligue

On pose
S = {(xq,...,xn) ! {11,001, ixq -+ xn = 11
§$L1) = {(x1,...,%n) ! S(nl):x1+---+xj>! 1 pour tout 1 <j<n! 1}
Pour x = ( x 1 D et (1) = (x. |
Lyeeey Xn) ! eti! Z/nZ, on posex (Xi+ 1)+ Xitn)

(addition modulon) et

I = {i! Z/nZ x| éff)}.

ThZorsme (Lemme Cyclique)

Pour tout x ! Sff), on aCardly) = 1.
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Application du lemme cycligue

Corollaire
On aP([T|[=n)= 2P(W, =1 1).
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Application du lemme cycligue

Corollaire
On aP([T|[=n)= 2P(W, =1 1).

| DZj", P(|T|= n) = P(!1 = n).
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Application du lemme cycliqgue

Corollaire
OnaP(|T|=n)=2P(W,=!1).

N~ DZj", P(|T|=n) =P (! 1 =n). Ensuite, siW,, = X1 + - -+ + X;,, 0N pose
X, = (X1,.... %),
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Application du lemme cycligue

Corollaire
On aP([T|[=n)= 2P(W, =1 1).

| DZj", P(|T|= n) = P(!1 = n). Ensuite, siW, = X; + 444 X,, on pose

fo=ni={X,!' &7}, (W, ="!1={X,! SV}
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Application du lemme cycligue

Corollaire
On aP([T|=n)= 2P(W, =1 1).

N~ DZj", P(|T| = n) = P(C1 = n). Ensuite, siW,, = X; + 4a# X,, on pose

(G=n}={X, ' 7}, qw, =1!1={X,! SV}

Donc

! 1
P(T|=n) = P X,! S
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Application du lemme cycligue

Corollaire
OnaP(|7l=n)= 1P(W, =1!1).

| DZj", P(|7] = n) = P(! 1 = n). Ensuite, siW, = X; + 444 X,,, on pose
Xn — (X]_ ..... Xn) AlnSI

No=nt={X, ! 89w, =11={X,! s}

I 11 'n I 11
P(TI=n) = P X! 8 == P xPIE
=1

car X\ et X, ont meme loi.

Igor Kortchemski Arbres et marches alZatoires



Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Application du lemme cycligue

Corollaire
On aP([T|[=n)= 2P(W, =1 1).

| DZj", P(|T|= n) = P(!1 = n). Ensuite, siW, = X; + 444 X,, on pose

fo=ni={X,!' &7}, (W, ="!1={X,! SV}

Donc
I (1)" 1!n ! (1)"
P(ITI=n) = P X, ! §° =— P XMW1 g
=1
(1N # $
— — E 1 (1)]1|||
Xnp! Sy X
4 1=1
() | &b 1) -
car X 1 S7 ssiXp ! SV oetil Iy
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Application du lemme cycligue

Corollaire
On aP([T|[=n)= 2P(W, =1 1).

| DZj", P(|T|= n) = P(!1 = n). Ensuite, siW, = X; + 444 X,, on pose

fo=ni={X,!' &7}, (W, ="!1={X,! SV}

Donc
| 1ll 1 n | 1"
P(TI=n) = P X !'§ ==% P X1 §"
=1 0 !
1 # $ 70 % (
= HZE lxnesﬁl)]liexn — HE ]1Wn:—1 Z]LEan
i=1 =1

par interversion somme-espZrance
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Application du lemme cycligue

Corollaire
On aP([T|[=n)= 2P(W, =1 1).

| DZj", P(|T|= n) = P(!1 = n). Ensuite, siW, = X; + 444 X,, on pose

fo=ni={X,!' &7}, (W, ="!1={X,! SV}

Donc
| CI L (D
P(TI=n) = P X! § == P XIS
=1 0 '
L H $ 1 /0 &!n (
= E 1 (p Ljr | = —E 1w, =11 Li
Xn ! S X " .
L 4 =1
1
— HE[ﬂanll]

car Cardlx. ) = 1lorsqueW, =11
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Application du lemme cycligue

Corollaire
On aP([T|[=n)= 2P(W, =1 1).

N~ DZj", P(|T|= n) = P(C1 = n). Ensuite, siW,, = Xy + ---+ X, on pose

(G=ny={X, eV}, (W, =1 1= {X, e S}
Donc

P(ITl=n)

P(Xn e§ﬁ“) = ninZP(xr(,” eéﬁ”)
| =1

1 & 1| " '
| =1 N ' i

1 1
—E|lwy -1 = = P(W, =11).
CE (L, -] = SP(W, = ! D)
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Application : solution de ['exercice 1

Exercice 1. Montrer que
Z (An)“_le_M‘ _ 1 S1 A < 1

n! s si A>1 ous €0, 1] vérifie s = erMs—1),
n>1 \
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Application : solution de IOexercice 1

Exercice 1. Montrer que

Lo () et i 1 si 111

n! s si !>1 0°s!]0,1 vZripes= e (s' D,

n! 1

! Soit p est une variable de Poisson de paramstreet T un BGW,, arbre.
Montrons queP ([T|= n) = {1 1,0 In

n!
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Application : solution de IOexercice 1

Exercice 1. Montrer que

L (tn)nt et in 1 si 111

n! s si !>1 0°s!]0,1 vZripes= e (5" D,

nt 1

I Soit p est une variable de Poisson de parametreet J un BGW, arbre.

Montrons queP (|7 = n) = © n)nr!]!le! ' n

| DOaprss ce quOon vient de voir,

P(|7]=n)=P(";=n) = %P(Wn =1 1) = %P(Wn +n=n! 1.
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Application : solution de ['exercice 1

Exercice 1. Montrer que

L (tn)nt et in 1 si 111

n! s si !>1 0°s!]0,1 vZripes= e (5" D,

nt 1

I Soit p est une variable de Poisson de parametreet T un BGW, arbre.

Montrons queP (|T| = n) = (! n)nr!]!le! ' n

| DOaprss ce quOon vient de voir,

P(T|=n)=P(("1=n) = %P(Wn =11)= %F’(Wn +n=n!1).

| MaisW, + n ala meme loi quOune somme devariables alZatoires de
Poisson indZpendantes de paramefreet suit donc une loi de Poisson de
parametre ! n. Donc

1 IIn(!n)n!l (!n)n!le!!n

PATI=n) =08 T o - n

Igor Kortchemski Arbres et marches aléatoires 11/ "



Outils pour Ztudier les marches alZatoires

2) Le thZoreme Local Limite

——>0 C==00<—
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

But : estimer des quantitZs comnm (W, =1 1).
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Grands arbres aléatoires Codage par des marches aléatoires  Outils pour étudier les marches aléatoires  Applications aux BGVWV arbres

But : estimer des quantitZs comnm (W, =1 1).

ThZoreme (ThZoreme Local Limite)]

On suppose quéZ, )n1 o est une marche alZatoire (apZriodique) tell
queE [Z%] < co etque! 2:=E [Z3]! E[Z4]°! (0,00).
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Grands arbres alZatoires Codage par des marches alZatoires Outils pour Ztudier les marches alZatoires Applications aux BGW arbres

But : estimer des quantitZs comme(W, = ! 1).

ThZoreme (ThZoreme Local Limite)]

On syppaese qu&Z,)n: o €st pne, marche alZatoire (apZriodique) tell
queE Z2 <! etquel?2=E Z2 ! E[Z:]°! (0,! ). Alors, en notant

a — E[Zl],
# $ 0/ & ' H
i L 2 #
# o 1 1 k!, an i
— | 11 I L 11
E!ugﬁ nP(Z, = k) ! > exp ! 5 = ﬁ n#gs! 0
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Le TLL impligue le TCL

Supposons qua = E[Z1] = 0, de sorte que
il 1 " 17K $2%!
l§!U|Zoi nP(Z, = k)! | o = eXp | 5 e : # 0.

Alors
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Le TLL impligue le TCL

Supposons qua = E[Z1] = 0, de sorte que

!' 1 " 17K $2%i
E!ulzol NnP(Zn, = k) ! o = eXp > T | n#! 0
Alors
# $ i > %
Pu!%!v = P(Zn = k)
k=&u! n
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Le TLL impligue le TCL

Supposons qua = E[Z1] = 0, de sorte que

!' 1 " 17K $2%i
I n = k)! | N |
E!ulzol NnP(Zn, = k) ! o = eXp > T | n#I 0
Alors
# $ i > ok
Pu!".i_!v = P(Z, = k)
n $_
k=&u! n'
##V!$n_°/d-1
= o P(Zn, = %dx
gl n
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Le TLL impligue le TCL

Supposons qua = E[Z1] = 0, de sorte que

!' 1 " 17K $2%i
E!ulzol NnP(Zn, = k) ! o = eXp > T | n#! 0
Alors
# $ n > ok
Pu!".i_!v = P(Z, = k)
n $_
k=&u! "~ n'
ot ¥ og 1
— $ P(Zn — &%dx
&' n
#(#v!$n_%1)/(!$n_) 1 & |
= 5 ¢ " nP Z, = " n%dx

&u! Tt ()
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

Le TLL impligue le TCL

Supposons qua = E[Z1] = 0, de sorte que

sup|v/nP(Z, = k) 1 exp —}< K )2 — 0.
k! Z V21" 2 "

Alors
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Grands arbres alZatoires Codage par des marches alZatoires Outils pour Ztudier les marches alZatoires Applications aux BGW arbres

But : estimer des quantitZs comnm(W, = ! 1).

ThZoreme (ThZoreme Local Limite)]

On syppase quéZ,)n: o est pne. marche alZatoire (apZriodique) tell
queE Z2 <! etque!2=E Z2 ! E[Z4]°! (O,! ). Alors, en notant

a:E[Zl],

i 3 o &, #
su %IHP(Z =k)! ® . ex '}Okl"an 2% #5 0
opg NPen T TSP Ty TR B P

Igor Kortchemski Arbres et marches alZatoires



Grands arbres alZatoires Codage par des marches alZatoires Outils pour Ztudier les marches alZatoires Applications aux BGW arbres

But : estimer des quantitZs comnme (W, =1 1).

ThZoreme (ThZoreme Local Limite)]

On syppase quéZ,)n: o est pne. marche alZatoire (apZriodique) tell
queE Z2 < o etquec?:=E Z2 | E[Z1]° € (0,00). Alors, en notant
a =E|[Z4],

% 1 ’ 1%kl an &2 %
su nP(Z, =k)! exp | = ' # — 0.
kegﬁ\/_ ( " ) 202 P 2 O'\/ﬁ # n—ooo
Corollaire

Si p est une loi de reproduction critique et de variance baofe alors

1, 1
PTI=n) nLoo Wan:ﬁ/z'
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Grands arbres aléatoires Codage par des marches aléatoires  Outils pour étudier les marches aléatoires  Applications aux BGVWV arbres

But : estimer des quantitZs comnm (W, = —1).

ThZoreme (ThZoreme Local Limite)]

On syppase quéZ,)n: o est pne. marche alZatoire (apZriodique) tell
queE Z? < coetquec? = E Z2 —E[Z4]°! (0,00). Alors, en notant
a = E[Zl],

i % &,

0
_ 1 1 k-an
supﬁ nP(Z, = k) — - exp —= AN
Kl z 7

27102 2 o0 n

Corollaire
Si p est une loi de reproduction critique et de variance baofe alors
1, 1
P(|T| = n) ! - a .
n" oo 27_[0_2 n3/ 2

Endet, P(|T|=n)= tP(W, = —1) et P(W, = —1) ! +#— a# dOapres le
thZoreme local limite.
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

IdZe de preuve

| 1dZe : exprimeP (Z, = k) comme une intZgrale.
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

IdZe de preuve

| 1dZe : exprimel (Z, = k) comme une intZgrale.

o
' Onnote! (t)=E e 1,
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Outils pour étudier les marches aléatoires

IdZe de preuve

| 1dZe : exprimeP (Z, = k) comme une intZgrale.
| On notep(t) = E e 1].

! On a |
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires

IdZe de preuve

| 1dZe : exprimeP (Z, = k) comme une intZgrale.

o
| Onnotedp(t)= E &% 1,

I Ona | W
Ee%r = €lpz,=j).
4
I Donc
P(Z, = k) = il g 'k E!eitZ " = il e ™ p(t)" dt
" 27 | 27 |
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Applications aux BGW arbres

V. Applications aux BGW arbres
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Applications aux BGW arbres

1) Nombre de feuilles

——>0 C==00<—
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Applications aux BGW arbres

Soit 1 est une loi de reproduction critique et de variance Pnie avec
n(0) + pu(1) < 1.
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Applications aux BGW arbres

Soit 1 est une loi de reproduction critique et de variance Pnie avec
H(0) + p(1) < 1. Soit T, un BGW, arbre conditionnZ = avoin sommets.
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Applications aux BGW arbres

Soit 1 est une loi de reproduction critique et de variance Pnie avec
H(0) + p(1) < 1. Soit T, un BGW,, arbre conditionnZ = avoin sommets.On
note! (7,) le nombre de feuilles d&,
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Grands arbres alZatoires Codage par des marches alZatoires Outils pour Ztudier les marches alZatoires Applications aux BGW arbres

Soit 1 est une loi de reproduction critique et de variance Pnie avec
H(0) + p(1) < 1. Soit T, un BGW,, arbre conditionnZ = avoin sommets.On
note! (T,) le nombre de feuilles dé&,

ThZoreme. )

Pour tout " > 0,

iy
"p(O)n l 1u> " n!'! ! 0.
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Grands arbres alZatoires Codage par des marches alZatoires Outils pour Ztudier les marches alZatoires Applications aux BGW arbres

Soit 1 est une loi de reproduction critique et de variance Pnie avec
H(0) + p(1) < 1. Soit T, un BGW,, arbre conditionnZ = avoin sommets.On
note! (T,) le nombre de feuilles dé&,

ThZoreme. )

Pour tout " > 0,

[ "
W (TH) 5 |
"u(O)n! 1u > n!! ! 0.

| IdZe de la preuve!:(T,) a la meme loi que le nombre de sauts de taille
de (Wqo, W4, ..., W, ) conditionnellement "#; = n
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Outils pour Ztudier les marches alZatoires Applications aux BGW arbres

Grands arbres alZatoires Codage par des marches alZatoires

Soit 1 est une loi de reproduction critique et de variance Pnie avec
H(0) + p(1) < 1. Soit T, un BGW,, arbre conditionnZ = avoin sommets.On

note ! (T, ) le nombre de feuilles dé,

ThZoreme. )
Pour tout ™ > 0,

a1 (Th) 5 |
P --U(O)n! 1n > nr! ! 0.

| IdZe de la preuve!:(T,) a la meme loi que le nombre de sauts de taille
de (Wo, W4, ..., W, ) conditionnellement "#; = n, qui a la meme loi que le
nombre de sauts de taille 1 de (Wq, W4,..., W, ) conditionnellement ~

W, =11
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Applications aux BGW arbres

Soit L, le nombre de sauts de taillel de (Wqy, W4,...,W,). Que dire delL,
conditionnellement "W, =1 1?
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Grands arbres alZatoires Codage par des marches alZatoires Outils pour Ztudier les marches alZatoires Applications aux BGW arbres

Soit L,, le nombre de sauts de taille1 de (Wg, W4, ..., W,,). Que dire deL,
conditionnellement "W,, =117
| L, estune somme da variables alZatoires dependantes de Bernoulli de

parametre p(0). Donc, dOapres I0inZgalitZ de BienaymZ-Tchebychev,

#
11 11 l
P L s e Var(L,) 1! u(O).

“p(o)n u(0)2n2  p(o)n
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Grands arbres alZatoires Codage par des marches alZatoires Outils pour Ztudier les marches alZatoires Applications aux BGW arbres

Soit L, le nombre de sauts de taillel de (Wqy, W4,...,W,). Que dire delL,
conditionnellement "W, =1 1?

| L, est une somme da variables alZatoires dependantes de Bernoulli de
parametre p(0). Donc, dOapres I0inZgalitZ de BienaymZ-Tchebychev,

o . #
u(0)n u(0)2n=  p(O)n
L Or
L ) " $. ) ; %
" " P " =_1 1">1 W, =11
p n_Ln n>1 "W, =11 = Sl :
u(0)n P(W,=1"1)
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Grands arbres alZatoires Codage par des marches alZatoires Outils pour Ztudier les marches alZatoires Applications aux BGW arbres

Soit L, le nombre de sauts de taillel de (Wy, W4, ..., W, ). Que dire deL,
conditionnellement "W, =1 1?

| L, est une somme da variables alZatoires indZpendantes de Bernoulli de
parametre 11(0). Donc, dOapres I0inZgalitZ de BienaymZ-Tchebychev,

bt Lnoro var(L,) _ 1! p(0)
n(0)n 11(0)2n2 w(O)n
I Or
. .. , s %
w Ly . P mom ! I'>t W, =11
P ' w>1 W, =11 =
n(O)n P(W, =1 1)
Donc | . " $! " %
T " n n  Lnp | 1" I
o Lo P Moo >
P " I 1|| > I W p— | 1 |
n(On " P(W, =11)
CommeP (W, = ! 1) ! 4= &% lorsquen! ! , ceci montre que
Pl ! 4> [ W, =112)1 0,
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Applications aux BGW arbres

2) Exercice 4

——>0 C==00<—
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Grands arbres alZatoires Codage par des marches alZatoires Outils pour Ztudier les marches alZatoires Applications aux BGW arbres

Exercice 4.[Question Q809 de Daniel Saada, RMS 124-1] On nbte
IOensemble des applications!den" = {1,2,...,n} dans!1,n", muni de la
probabilitZ uniforme.

On noteY, la variable alZatoire dZbnie sk par Y, (f) = Cardf(!1,n")). Des
essais numZrigues montrent que la loi e est tres bien approchZe par une lol
normale.

I _
Est-il exact que(Y, ! E[Y,])/ n tend vers une loi normale ?
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Grands arbres alZatoires Codage par des marches alZatoires Outils pour Ztudier les marches alZatoires Applications aux BGW arbres

Exercice 4.[Question Q809 de Daniel Saada, RMS 124-1] On nbte
IOensemble des applications!den" = {1,2,...,n} dans!1,n", muni de la
probabilitZ uniforme.

On noteY, la variable alZatoire dZPnie sky par Y, (f) = Carc(f(' 1,n")). Des
essais numZriques montrent que la loi e est tres bien approchZe par une loi
normale.

I _
Est-il exact que(Y, ! E[Y,])/ n tend vers une loi normale ?

!~ Oul (Kolchin 1986). IdZe : treaduire le probleme en terme dOoccupation
dOurnes.
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Grands arbres alZatoires Codage par des marches alZatoires Outils pour Ztudier les marches alZatoires Applications aux BGW arbres

! NotonsAff)(f) = Cardf—!({i})) et considZrongPs,...,P,,) des variables
alZatoires indZpendantes de Poisson de parametfainsiP(P; = i) = e /i |
pouri > 0). Alors on voit que les vecteurs

(AL . ANy et (Py,...,Pn) sachant queP; + 444 P, = n

mn ]

ont la meme lol.
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Grands arbres alZatoires Codage par des marches alZatoires Outils pour Ztudier les marches alZatoires Applications aux BGW arbres

| NotonsAY(f) = Cardf' ({i})) et considZrongP,...,P,) des variables
alZatoires indZpendantes de Poisson de parametfainsiP(P; = i) = € /i |
pouri ! 0). Alors on voit que les vecteurs

(AD ANy et (Py,...,P,) sachantqueP;+ 444 P, = n

n

ont la meme lol.

| Soit Yo (f) = Card{1" i " n:A{’(f)= 0}). Ainsi, en notant(W, ) o
une marche alZatoire dont la loi des sauts gl 1 et
L, = Card{1" i" n:X =! 1)), on voit que

Yn et L, sachantque W, =20

ont la meme lol.
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Grands arbres alZatoires Codage par des marches alZatoires Outils pour Ztudier les marches alZatoires Applications aux BGW arbres

| NotonsAY(f) = Cardf' ({i})) et considZrongP,...,P,) des variables
alZatoires indZpendantes de Poisson de parametfainsiP(P; = i) = € /i |
pouri ! 0). Alors on voit que les vecteurs

(AD ANy et (Py,...,P,) sachantqueP;+ 444 P, = n

n

ont la meme lol.

| Soit Yo (f) = Card{1" i " n:A{’(f)= 0}). Ainsi, en notant(W, ) o
une marche alZatoire dont la loi des sauts gl 1 et
L, = Card{1" i" n:X =! 1)), on voit que

Yn et L, sachantque W, =20

ont la meme lol.

| En appliquant les techniques prZcZdentes, on voit §y¥,]! €' an.
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Grands arbres alZatoires Codage par des marches alZatoires Outils pour Ztudier les marches alZatoires Applications aux BGW arbres

| Notons AL (f) = Cardf' 1({i})) et considérons (Py,...,P,) des variables
aléatoires indépendantes de Poisson de paramétre 1 (ainsi P(P; = i) = &' /il
pour i > 0). Alors on voit que les vecteurs

(AL A et (Pq,...,Pn) sachant que Py + -+ P =n

ont la méme loi.

| Soit Yn(f) = Card{L < i< n:AY(f) = 0). Ainsi, en notant (W,)) 1 o
une marche aléatoire dont la loi des sauts est P;! 1 et
Lo=Card{l1<i<n:X;="!1}), on voit que

Yn et L, sachant que W, =0

ont la méme loi.

1

| En appliquant les techniques précédentes, on voit que E[Y,]! € 1 -n. |l

faut travailler un peu plus pour avoir les fluctuations gausiennes...
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Applications aux BGW arbres

V. Limites dOZchelles
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Applications aux BGW arbres

Limites d’échelle

Soit 1 une loi de reproduction critique ( ) i, oin(i) = 1) de variance finie. Soit
Tn un arbre de Bienaymé—Galton—Watson conditionné 3 avoir n sommets.
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Applications aux BGW arbres

Limites dOZchelle

Soit 1 une loi de reproductlon critique [1>0 in(i) = 1) de variance Pnie. Soit
T un arbre de BlenaymZDGaItonDWatson conditionnZ ~ araommets.

Théoréme (Aldous '93)

Soit ! 2 la variance de w. Alors :
! " ' "

1 (d) 2
L Cont (T0) o e
n ogtgy T ' 0<t<1

ou e est |'excursion brownienne normalisée,
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Applications aux BGW arbres

Limites dOZchelle

Soit 1 une loi de reproductlon critique § ;- ,iu(i) = 1) de variance Pnie. Soit
T, un arbre de BlenaymZDGaItonDWatson conditionnZ ~ ava@ommets.

ThZoreme (Aldous O93)

Soit ! 2 la variance dgl. Alors :

1 2
'!_—CZTL’E(TTI) '%‘[1) — é@(t) y
N n! oo |
o<t ' : o<t

oe e est IOexcursion brownienne normalisie, peut «tre vue comme le
mouvement brownien conditionnZ ~ revenir &n lOinstantl et ™ rester postif
sur [0, 1].
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Applications aux BGW arbres

Limites dOZchelle

|
Soit p une loi de reproduction critique ( ;, oI1H(1) = 1) de variance Pnie. Soit
T,. un arbre de BienaymZbGaltonBWatson conditionnZ ~ ava@ommets.

ThZoreme (Aldous O93)

Soit ! 2 la variance dgl. Alors :
! ] ' "

1 LA) 2,
——=Cant(Tn) %d ., — ae(t) ,
ot 1 - 0" " 1

o+ e est IOexcursion brownienne normalisig,peut stre vue comme le
mouvement brownien conditionnZ ~ revenir &n lOinstantl et ™ rester postif
sur [0, 1].

| ConsZquence lpour tout a > O,

#| | $ #'

P 5 &Hauteur(T,,)>a & n % (4k2a21 1)e 2Ka*
| k=1
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Applications aux BGW arbres

Limites dOZchelle

|
Soit p une loi de reproduction critique ( ;, oI1H(1) = 1) de variance Pnie. Soit
T,. un arbre de BienaymZbGaltonBWatson conditionnZ ~ ava@ommets.

ThZoreme (Aldous O93)

Soit ! 2 la variance dgl. Alors :
I " ' n
1 2,
—=Cont(Th) 3 ) — ae(t) ,
n o tr1 ™ - 0" t" 1

o+ e est IOexcursion brownienne normalisig,peut stre vue comme le
mouvement brownien conditionnZ ~ revenir &n lOinstantl et ™ rester postif
sur [0, 1].

Mais peut-on dire qudl,,, convenablement mis ~ I0Zchelle, converge vers un
arbre alZatoire continu limite ?
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Applications aux BGW arbres

Limites dOZchelle

|
Soit p une loi de reproduction critique ( i, oI1H1(1) = 1) de variance Pnie. Soit
T, un arbre de BienaymZbGaltonBWatson conditionnZ ~ ava@ommets.

ThZoreme (Aldous O93)

Soit ! 2 la variance dgl. Alors :

(J-L—CZnt (Th )> ﬁj ) (IE '<B(t)> ,
N otr1 N : 0" t" 1

o+ e est IOexcursion brownienne normalisig,peut stre vue comme le
mouvement brownien conditionnZ ~ revenir &n lOinstantl et ™ rester postif
sur [0, 1].

Mais peut-on dire quél,,, convenablement mis ~ I0Zchelle, converge vers un
arbre alZatoire continu limite ?

! ConsZguence 20ui, lorsquOon voif, comme un espace mZtrique
compact en munissant ses sommets de la distance de graphe.
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Applications aux BGW arbres

La distance de Hausdorff

SoientX, Y deux sous-ensembles dOun meme espace mZZigue

Igor Kortchemski Arbres et marches alZatoires



Applications aux BGW arbres

La distance de Hausdorff

SoientX, Y deux sous-ensembles dOun meme espace mZZigGe
Xy ={z! Z;d(z,X)! r}, Y. ={z! Z;d(z,Y)! r}

sont lesr-voisinages deX et Y
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Applications aux BGW arbres

La distance de Hausdorff

SoientX, Y deux sous-ensembles dOun meme espace mZZigGe
Xr={z! Z;d(z,X) ! r}, Yo ={z! Z;d(z,Y)! r}
sont lesr-voisinages deX et Y, on pose

dy (X,Y)= inf{r> O:X" Y, etY" X}.
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Applications aux BGW arbres

La distance de Hausdorff

SoientX, Y deux sous-ensembles dOun meme espace mZZiqGe
Xr={z! Z;d(z,X) ! r}, Yo ={z! Z;d(z,Y)! r}
sont lesr-voisinages de et Y, on pose

dp (X, Y)=iInf{r> O; X" Y, etY" X }.
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Applications aux BGW arbres

La distance de GromovbHausdorff

SoientX, Y deux espaces mZtriques compacts
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Applications aux BGW arbres

La distance de GromovbHausdorff

SoientX, Y deux espaces mZtriques compacts

La distance de GromovbHaustoentre X et Y est la plus petite distance de
Hausdot entre tous les plongements isomZtriques possibleX @ Y dans un
meme espace mZtrigue compada.
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Applications aux BGW arbres

LOarbre brownien

| ConsZquence du thZoreme dOAld(Daquesne, Le Gall) : il existe un
espace mZtrique compact alZatoife tel que la convergence

|
o ()
SE= AT, H%P! T..

ait lieu en loi pour la distance de GromovbHausdor
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Applications aux BGW arbres

LOarbre brownien

AN~ ConsZguence du thZoreme dOAld¢(Dequesne, Le Gall) : il existe un
espace mZtrique compact alZatoife tel que la convergence

|
o ()
SE= AT, H%P! T..

ait lieu en loi pour la distance de GromovbHausdor

LOespace mZtriqUe est appelZarbre brownien continuet est codZ par
|Oexcursion brownienne.
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