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Grands arbres alŽatoires Codage par des marches alŽatoires Outils pour Žtudier les marches alŽatoires Applications aux BGW arbres

Rappel : arbres de BGW

Soit µ une probabilitŽ surN telle queµ(0) + µ(1) < 1 et
!

k ! 0 kµ(k) ! 1.

On pose, pour tout! ! T,

Pµ (! ) =
"

u ! !

µ(ku )

Figure: Ces deux arbres ont la m•me probabilitŽµ(3)µ(1)2µ(0)3.

! Pµ dŽÞnit bien une probabilitŽ surT.
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Grands arbres alŽatoires Codage par des marches alŽatoires Outils pour Žtudier les marches alŽatoires Applications aux BGW arbres

II. Codage par des marches alŽatoires
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Grands arbres alŽatoires Codage par des marches alŽatoires Outils pour Žtudier les marches alŽatoires Applications aux BGW arbres

LÕordre lexicographique

On étiquette les sommets d’un arbre ! . On considère ensuite ses sommets
ordonnés dans l’ordre lexicographique : u(0) ! u(1) ! á á á! u(|! | ! 1), où |! |
est la taille ! .
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La marche de! ukasiewicz
La marche de! ukasiewicz(W0(! ), W1(! ), . . . , W|! |(! )) dÕun arbre! est dŽÞnie
par :
(i) W0(! ) = 0,

(ii) Wi + 1(! ) ! Wi (! ) =
!
nombre dÕenfants deu(i )

"
! 1 pour 0 ! i ! |! | ! 1.

! Fait : Wi (! ) " 0 pour tout 0 ! i ! |! | ! 1, et W|! |(! ) = ! 1.
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La marche de! ukasiewicz dÕun BGW arbre
Soit (Wi )i ! 0 une marche alŽatoire surZ telle queW0 = 0 et
P(W1 = i ) = µ(i + 1) pour i ! ! 1.

On pose
! 1 = inf{n ! 1 : Wn = ! 1}.

La marche de! ukasiewicz dÕun BGWµ arbre a la m•me loi que
(W0, W1, . . . , W! 1).

ThŽor•me.

Corollaire
(1) La taille dÕun BGWµ arbre a la m•me loi que! 1 : P(|T| = n) = P(! 1 = n).

(2) Si Tn est BGWµ arbre conditionnŽ ˆ avoirn sommets,(Wi (Tn )) 0" i " n a
la m•me loi que la marche alŽatoire(Wi )0" i " n , conditionnŽe ˆ toucher! 1
pour le premi•re fois ˆ lÕinstantn.
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La marche de Łukasiewicz d’un BGW arbre
Soit (Wi)i! 0 une marche aléatoire sur Z telle que W0 = 0 et
P(

W1 = i

) = µ(i + 1) pour i ! -1.
On pose

! 1 = inf{n ! 1 : Wn = -1}.

La marche de Łukasiewicz d’un BGWµ arbre a la même loi que
(W0,W1, . . . ,W⇣1 ).

ThŽor•me.

Corollaire

(1) La taille d’un BGWµ arbre a la même loi que ! 1 : P(|T| = n

) = P(! 1 = n

).
(2) Si Tn est BGWµ arbre conditionné à avoir n sommets, (Wi(Tn)) 0" i" n a

la même loi que la marche aléatoire (Wi)0" i" n, conditionnée à toucher -1
pour le première fois à l’instant n.
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Bias de la marche alŽatoire sous-jacente

Point clŽ : la(Wi )i ! 0 une marche alŽatoire surZ telle queW0 = 0 et
P(W1 = i ) = µ(i + 1) pour i ! ! 1 vŽriÞe :

E [W1] =
!

i ! ! 1

i µ(i + 1) =
!

i ! 0

(i ! 1)µ(i ) = m ! 1

o• m est la moyenne deµ.

On montre de m•me que la variance deW1 est Žgale ˆ la variance deµ.
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III. Outils pour Žtudier les marches alŽatoires
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1) Le lemme cyclique
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Le lemme cyclique
On pose

S( 1)
n := {(x1, . . . , xn ) ! {! 1, 0, 1, . . .} : x1 + á á á+ xn = ! 1}

S
( 1)
n := {(x1, . . . , xn ) ! S( 1)

n : x1 + á á á+ xj > ! 1 pour tout 1 ! j ! n ! 1}.

Pour x = ( x1, . . . , xn ) ! S( 1)
n et i ! Z/n Z, on posex( i ) = ( xi + 1, . . . , xi + n )

(addition modulon) et

I x =
!

i ! Z/n Z : x( i ) ! S
( 1)
n

"
.

Pour tout x ! S( 1)
n , on a Card(I x) = 1.

ThŽor•me (Lemme Cyclique).

Igor Kortchemski Arbres et marches alŽatoires 9 /
!
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Application du lemme cyclique

Corollaire
On a P(|T| = n) = 1

n P(Wn = ! 1) .

! DŽjˆ, P(|T| = n) = P(! 1 = n). Ensuite, siWn = X1 + á á á+ Xn , on pose
Xn = ( X1, . . . , Xn ). Ainsi :

{! 1 = n} = {Xn ! S
( 1)
n }, {Wn = ! 1} = {Xn ! S( 1)

n }.

Donc

P(|T| = n) = P
!

Xn ! S
( 1)
n

"

=
1
n

n!

i = 1

P
!

X( i )
n ! S

( 1)
n

"

=
1
n

n!

i = 1

E
#

Xn ! S( 1)
n

i ! I Xn

$
=

1
n

E

%

W n = ! 1

&
n!

i = 1

i ! I Xn

'(

=
1
n

E [ W n = ! 1] =
1
n

P(Wn = ! 1) .
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Application du lemme cyclique

Corollaire

On a P(|T| = n) = 1
n

P(Wn = ! 1

)
.

y DŽjˆ, P(|T| = n) = P(! 1 = n). Ensuite, siWn = X1 + · · · + Xn, on pose
Xn = (X1, . . . ,Xn).

Ainsi :

{! 1 = n} = {Xn 2 S
( 1)
n }, {Wn = ! 1} = {Xn 2 S( 1)

n }.

Donc

P(|T| = n) = P
⇣
Xn 2 S

( 1)
n

⌘

=
1

n

n!

i= 1

P
⇣

X( i)
n 2 S

( 1)
n

⌘

=
1

n

n!

i= 1

E
h

Xn2S
( 1)
n

i2IXn

i
=

1

n
E

"

Wn= ! 1

 
n!

i= 1

i2IXn

!#

=
1

n
E [ Wn= ! 1] =

1

n
P(Wn = ! 1

)
.
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car X( i )
n et Xn ont m•me loi.
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Application : solution de l’exercice 1
Exercice 1. Montrer que

X

n>1

(�n)n-1
e

-�n

n!

=

�
1 si � 6 1

s si � > 1, où s 2]0, 1[ vérifie s = e

�(s-1)
.

y Soit µ est une variable de Poisson de paramètre � et T un BGWµ arbre.
Montrons que P (|T| = n

) = (�n)n-1e-! n

n! .y D’après ce qu’on vient de voir,

P (|T| = n

) = P (
⇣1 = n

) =
1

n

P (
Wn = -1

) =
1

n

P (
Wn + n = n- 1

)
.

y Mais Wn + n a la même loi qu’une somme de n variables aléatoires de
Poisson indépendantes de paramètre �, et suit donc une loi de Poisson de
paramètre �n. Donc

P (|T| = n

) =
1

n

e

-�n (�n)n-1

(n- 1)!
=

(�n)n-1
e

-�n

n!

.
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n
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n
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2) Le thŽor•me Local Limite
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But : estimer des quantitŽs commeP(Wn = ! 1).

On suppose que(Zn )n ! 0 est une marche alŽatoire (apŽriodique) telle
queE

!
Z2

1

"
< ! et que! 2 := E

!
Z2

1

"
! E [Z1]

2 ! (0, ! ).

Alors, en notant
a = E [Z1],

sup
k ! Z

#
#
#
#
#
"

nP(Zn = k) !
1

"
2"! 2

exp

$

!
1
2

%
k ! an
!

"
n

&2
' #

#
#
#
#

#$
n " !

0.

Théorème (ThŽor•me Local Limite).
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Le TLL implique le TCL
Supposons quea = E [Z1] = 0, de sorte que

sup
k ! Z

!
!
!
!
!
!

nP(Zn = k) !
1

!
2!" 2

exp

"

!
1
2

#
k

"
!

n

$ 2
%!

!
!
!
!

"#
n " !

0.

Alors

P
#

u !
Zn

"
!

n
! v

$
=

#v!
$

n %"

k = &u !
$

n '

P(Zn = k)

=
##v!

$
n %+ 1

&u !
$

n '
P(Zn = $x%) dx

=
#( #v!

$
n %+ 1) / ( !

$
n )

&u !
$

n ' / ( !
$

n )
"

!
nP

&
Zn = $x"

!
n%

'
dx

"#
n " !

#v

u

1
!

2!
e! 1

2 x 2
dx,
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sup
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IdŽe de preuve

! IdŽe : exprimerP(Zn = k) comme une intŽgrale.

! On note ! (t ) = E
!
eitZ 1

"
.

! On a
E

!
eitZ n

"
=

!

j ! Z

eitj P(Zn = j ) .
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P(Zn = k) =
1

2"

" !

! !
e! itk E

!
eitZ n

"
=

1
2"

" !

! !
e! itk ! (t )n dt .
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IV. Applications aux BGW arbres
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1) Nombre de feuilles
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Soit µ est une loi de reproduction critique et de variance Þnie avec
µ(0) + µ(1) < 1.

Soit Tn un BGWµ arbre conditionnŽ ˆ avoirn sommets.On
note ! (Tn) le nombre de feuilles deTn

Pour tout " > 0,

P
! "

"
"
"
! (Tn)
µ(0)n

! 1

"
"
"
" > "

#
�!
n! !

0.

ThŽor•me.

! IdŽe de la preuve :! (Tn) a la m•me loi que le nombre de sauts de taille! 1
de (W0, W1, . . . , Wn) conditionnellement ˆ#1 = n, qui a la m•me loi que le
nombre de sauts de taille! 1 de (W0, W1, . . . , Wn) conditionnellement ˆ
Wn = ! 1.

Igor Kortchemski Arbres et marches alŽatoires 19 / ! 1



Grands arbres alŽatoires Codage par des marches alŽatoires Outils pour Žtudier les marches alŽatoires Applications aux BGW arbres

Soit µ est une loi de reproduction critique et de variance Þnie avec
µ(0) + µ(1) < 1. Soit Tn un BGWµ arbre conditionnŽ ˆ avoirn sommets.

On
note ! (Tn ) le nombre de feuilles deTn

Pour tout " > 0,

P
! "

"
"
"
! (Tn )
µ(0)n

! 1

"
"
"
" > "

#
!"

n ! 1
0.

ThŽor•me.

! IdŽe de la preuve :! (Tn ) a la m•me loi que le nombre de sauts de taille! 1
de (W0, W1, . . . , Wn ) conditionnellement ˆ#1 = n, qui a la m•me loi que le
nombre de sauts de taille! 1 de (W0, W1, . . . , Wn ) conditionnellement ˆ
Wn = ! 1.

Igor Kortchemski Arbres et marches alŽatoires 19 / ! 1



Grands arbres alŽatoires Codage par des marches alŽatoires Outils pour Žtudier les marches alŽatoires Applications aux BGW arbres

Soit µ est une loi de reproduction critique et de variance Þnie avec
µ(0) + µ(1) < 1. Soit Tn un BGWµ arbre conditionnŽ ˆ avoirn sommets.On
note ! (Tn ) le nombre de feuilles deTn

Pour tout " > 0,

P
! "

"
"
"
! (Tn )
µ(0)n

! 1

"
"
"
" > "

#
!"

n ! !
0.

ThŽor•me.

! IdŽe de la preuve :! (Tn ) a la m•me loi que le nombre de sauts de taille! 1
de (W0, W1, . . . , Wn ) conditionnellement ˆ#1 = n, qui a la m•me loi que le
nombre de sauts de taille! 1 de (W0, W1, . . . , Wn ) conditionnellement ˆ
Wn = ! 1.

Igor Kortchemski Arbres et marches alŽatoires 19 / ! 1



Grands arbres alŽatoires Codage par des marches alŽatoires Outils pour Žtudier les marches alŽatoires Applications aux BGW arbres

Soit µ est une loi de reproduction critique et de variance Þnie avec
µ(0) + µ(1) < 1. Soit Tn un BGWµ arbre conditionnŽ ˆ avoirn sommets.On
note ! (Tn ) le nombre de feuilles deTn

Pour tout " > 0,

P
! "

"
"
"
! (Tn )
µ(0)n

! 1

"
"
"
" > "

#
!"

n ! !
0.

ThŽor•me.

! IdŽe de la preuve :! (Tn ) a la m•me loi que le nombre de sauts de taille! 1
de (W0, W1, . . . , Wn ) conditionnellement ˆ#1 = n, qui a la m•me loi que le
nombre de sauts de taille! 1 de (W0, W1, . . . , Wn ) conditionnellement ˆ
Wn = ! 1.

Igor Kortchemski Arbres et marches alŽatoires 19 / ! 1



Grands arbres alŽatoires Codage par des marches alŽatoires Outils pour Žtudier les marches alŽatoires Applications aux BGW arbres

Soit µ est une loi de reproduction critique et de variance Þnie avec
µ(0) + µ(1) < 1. Soit Tn un BGWµ arbre conditionnŽ ˆ avoirn sommets.On
note ! (Tn ) le nombre de feuilles deTn

Pour tout " > 0,

P
! "

"
"
"
! (Tn )
µ(0)n

! 1

"
"
"
" > "

#
!"

n ! !
0.

ThŽor•me.

! IdŽe de la preuve :! (Tn ) a la m•me loi que le nombre de sauts de taille! 1
de (W0, W1, . . . , Wn ) conditionnellement ˆ#1 = n

, qui a la m•me loi que le
nombre de sauts de taille! 1 de (W0, W1, . . . , Wn ) conditionnellement ˆ
Wn = ! 1.

Igor Kortchemski Arbres et marches alŽatoires 19 / ! 1



Grands arbres alŽatoires Codage par des marches alŽatoires Outils pour Žtudier les marches alŽatoires Applications aux BGW arbres

Soit µ est une loi de reproduction critique et de variance Þnie avec
µ(0) + µ(1) < 1. Soit Tn un BGWµ arbre conditionnŽ ˆ avoirn sommets.On
note ! (Tn ) le nombre de feuilles deTn

Pour tout " > 0,

P
! "

"
"
"
! (Tn )
µ(0)n

! 1

"
"
"
" > "

#
!"

n ! !
0.

ThŽor•me.

! IdŽe de la preuve :! (Tn ) a la m•me loi que le nombre de sauts de taille! 1
de (W0, W1, . . . , Wn ) conditionnellement ˆ#1 = n, qui a la m•me loi que le
nombre de sauts de taille! 1 de (W0, W1, . . . , Wn ) conditionnellement ˆ
Wn = ! 1.

Igor Kortchemski Arbres et marches alŽatoires 19 / ! 1



Grands arbres alŽatoires Codage par des marches alŽatoires Outils pour Žtudier les marches alŽatoires Applications aux BGW arbres

Soit Ln le nombre de sauts de taille! 1 de (W0, W1, . . . , Wn ). Que dire deLn

conditionnellement ˆWn = ! 1?

! Ln est une somme den variables alŽatoires indŽpendantes de Bernoulli de
param•tre µ(0). Donc, dÕapr•s lÕinŽgalitŽ de BienaymŽ-Tchebychev,

P
✓����

Ln

µ(0)n
! 1

���� > !
◆

!
Var(Ln )
µ(0)2n2 =

1 ! µ(0)
µ(0)n

.

! Or

P
✓����

Ln

µ(0)n
! 1

���� > !
�� Wn = ! 1

◆
=

P
⇣��� Ln

µ ( 0) n ! 1
��� > ! , Wn = ! 1

⌘

P(Wn = ! 1)
.

Donc

P
✓����

Ln

µ(0)n
! 1

���� > !
�� Wn = ! 1

◆
!

P
⇣��� Ln

µ ( 0) n ! 1
��� > !

⌘

P(Wn = ! 1)
.

CommeP(Wn = ! 1) ! 1
!
p

2"
á 1p

n lorsquen ! 1, ceci montre que

P(| Ln

µ ( 0) n ! 1| > ! | Wn = ! 1) ! 0.
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lorsquen ! ! , ceci montre que

P(| Ln
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2) Exercice 4
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Exercice 4.[Question Q809 de Daniel Saada, RMS 124-1] On noteFn

lÕensemble des applications de!1,n" := {1, 2, . . . ,n} dans!1,n", muni de la
probabilitŽ uniforme.

On noteYn la variable alŽatoire dŽÞnie surFn par Yn (f ) = Card(f (!1,n")) . Des
essais numŽriques montrent que la loi deYn est tr•s bien approchŽe par une loi
normale.

Est-il exact que(Yn ! E [Yn ])/
!

n tend vers une loi normale ?

! Oui (Kolchin 1986). IdŽe : treaduire le probl•me en terme dÕoccupation
dÕurnes.
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! NotonsA (i)
n (f ) = Card(f-1({i })) et considŽrons(P1, . . . , Pn) des variables

alŽatoires indŽpendantes de Poisson de param•tre1 (ainsi P (P1 = i ) = e-1/i !
pour i > 0). Alors on voit que les vecteurs

(A (1)
n , . . . , A (n)

n ) et (P1, . . . , Pn) sachant queP1 + á á á+ Pn = n

ont la m•me loi.

! Soit Yn(f ) = Card({1 6 i 6 n : A (i)
n (f ) = 0}). Ainsi, en notant(Wn)n>0

une marche alŽatoire dont la loi des sauts estP1 - 1 et
Ln = Card({1 6 i 6 n : Xi = -1}), on voit que

Yn et Ln sachant que Wn = 0

ont la m•me loi.

! En appliquant les techniques prŽcŽdentes, on voit queE [Yn] ! e-1 án. Il
faut travailler un peu plus pour avoir les ßuctuations gausiennes...
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n (f ) = 0}). Ainsi, en notant(Wn )n ! 0

une marche alŽatoire dont la loi des sauts estP1 ! 1 et
Ln = Card({1 " i " n : Xi = ! 1}), on voit que

Yn et Ln sachant que Wn = 0

ont la m•me loi.

! En appliquant les techniques prŽcŽdentes, on voit queE [Yn ] ! e! 1 án.

Il
faut travailler un peu plus pour avoir les ßuctuations gausiennes...
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! Notons A

(i)
n (f) = Card(f! 1({i})) et considérons (P1, . . . ,Pn) des variables

aléatoires indépendantes de Poisson de paramètre 1 (ainsi P (
P1 = i

) = e

! 1
/i!

pour i > 0). Alors on voit que les vecteurs

(A(1)
n , . . . ,A(n)

n ) et (P1, . . . ,Pn) sachant que P1 + · · · + Pn = n

ont la même loi.

! Soit Yn(f) = Card({1 6 i 6 n : A(i)
n (f) = 0}). Ainsi, en notant (Wn)n! 0

une marche aléatoire dont la loi des sauts est P1 ! 1 et
Ln = Card({1 6 i 6 n : Xi = ! 1}), on voit que

Yn et Ln sachant que Wn = 0

ont la même loi.

! En appliquant les techniques précédentes, on voit que E [
Yn] ! e

! 1 · n. Il
faut travailler un peu plus pour avoir les fluctuations gausiennes...
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V. Limites dÕŽchelles
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Limites d’échelle
Soit µ une loi de reproduction critique (

P
i ! 0 iµ(i) = 1) de variance finie. Soit

Tn un arbre de Bienaymé–Galton–Watson conditionné à avoir n sommets.

ThŽor•me (Aldous Õ93)
Soit ! 2 la variance deµ. Alors :

!
1

!
n

C2nt (Tn )
"

0" t " 1

( d )
"#

n ! 1

!
2
!

á (t)
"

0" t " 1
,

o• est lÕexcursion brownienne normalisŽe,qui peut •tre vue comme le
mouvement brownien conditionnŽ ˆ revenir en0 ˆ lÕinstant1 et ˆ rester postif
sur [0, 1].

Mais peut-on dire que Tn , convenablement mis à l’échelle, converge vers un
arbre aléatoire continu limite ?

! Conséquence 2 :

Oui

,

lorsqu’on voit Tn comme un espace métrique
compact en munissant ses sommets de la distance de graphe.
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Limites dÕŽchelle
Soit µ une loi de reproduction critique (

P
i>0 iµ(i) = 1) de variance Þnie. Soit

Tn un arbre de BienaymŽÐGaltonÐWatson conditionnŽ ˆ avoirn sommets.

Théorème (Aldous ’93)

Soit ! 2
la variance de µ. Alors :

!
1

!
n

C2nt(Tn)

"

06t61

(d)
"#
n!1

!
2

!
· (t)

"

06t61

,

où est l’excursion brownienne normalisée,

qui peut être vue comme le

mouvement brownien conditionné à revenir en 0 à l’instant 1 et à rester postif

sur [0, 1].

Mais peut-on dire queTn, convenablement mis ˆ lÕŽchelle, converge vers un
arbre alŽatoire continu limite ?

! ConsŽquence 2 :

Oui

,

lorsquÕon voitTn comme un espace mŽtrique
compact en munissant ses sommets de la distance de graphe.
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Limites dÕŽchelle
Soit µ une loi de reproduction critique (

P
i>0 i µ(i ) = 1) de variance Þnie. Soit

Tn un arbre de BienaymŽÐGaltonÐWatson conditionnŽ ˆ avoirn sommets.

ThŽor•me (Aldous Õ93)
Soit ! 2 la variance deµ. Alors :

✓
1

!
n

C2nt(Tn)

◆

06t61

(d)
"#
n! 1

✓
2
!

á (t )
◆

06t61
,

o• est lÕexcursion brownienne normalisŽe,qui peut •tre vue comme le
mouvement brownien conditionnŽ ˆ revenir en0 ˆ lÕinstant1 et ˆ rester postif
sur [0, 1].

0.2 0.4 0.6 0.8 10.

Mais peut-on dire queTn, convenablement mis ˆ lÕŽchelle, converge vers un
arbre alŽatoire continu limite ?

! ConsŽquence 2 :

Oui

,

lorsquÕon voitTn comme un espace mŽtrique
compact en munissant ses sommets de la distance de graphe.
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Limites dÕŽchelle
Soit µ une loi de reproduction critique (

!
i! 0 i µ(i ) = 1) de variance Þnie. Soit

Tn un arbre de BienaymŽÐGaltonÐWatson conditionnŽ ˆ avoirn sommets.

ThŽor•me (Aldous Õ93)
Soit ! 2 la variance deµ. Alors :

!
1

!
n

C2nt(Tn)
"

0" t" 1

(d)
"#
n! "

!
2
!

á (t )
"

0" t" 1
,

o• est lÕexcursion brownienne normalisŽe,qui peut •tre vue comme le
mouvement brownien conditionnŽ ˆ revenir en0 ˆ lÕinstant1 et ˆ rester postif
sur [0, 1].

! ConsŽquence 1 :pour tout a > 0,

P
# !

2
áHauteur (Tn) > a á

!
n

$
"#
n! "

"#

k= 1

(4k2a2 ! 1)e-2k2a2
.

Mais peut-on dire queTn, convenablement mis ˆ lÕŽchelle, converge vers un
arbre alŽatoire continu limite ?

! ConsŽquence 2 :

Oui

,

lorsquÕon voitTn comme un espace mŽtrique
compact en munissant ses sommets de la distance de graphe.
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Limites dÕŽchelle
Soit µ une loi de reproduction critique (

!
i! 0 i µ(i ) = 1) de variance Þnie. Soit

Tn un arbre de BienaymŽÐGaltonÐWatson conditionnŽ ˆ avoirn sommets.

ThŽor•me (Aldous Õ93)
Soit ! 2 la variance deµ. Alors :

!
1

!
n

C2nt(Tn)
"

0" t" 1

(d)
"#
n! "

!
2
!

á (t )
"

0" t" 1
,

o• est lÕexcursion brownienne normalisŽe,qui peut •tre vue comme le
mouvement brownien conditionnŽ ˆ revenir en0 ˆ lÕinstant1 et ˆ rester postif
sur [0, 1].

Mais peut-on dire queTn, convenablement mis ˆ lÕŽchelle, converge vers un
arbre alŽatoire continu limite ?

! ConsŽquence 2 :

Oui

,

lorsquÕon voitTn comme un espace mŽtrique
compact en munissant ses sommets de la distance de graphe.
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Limites dÕŽchelle
Soit µ une loi de reproduction critique (

!
i ! 0 i µ(i ) = 1) de variance Þnie. Soit

Tn un arbre de BienaymŽÐGaltonÐWatson conditionnŽ ˆ avoirn sommets.

ThŽor•me (Aldous Õ93)
Soit ! 2 la variance deµ. Alors :

✓
1

!
n

C2nt (Tn )
◆

0" t " 1

(d )
"#

n !"

✓
2
!
· (t )

◆

0" t " 1
,

o• est lÕexcursion brownienne normalisŽe,qui peut •tre vue comme le
mouvement brownien conditionnŽ ˆ revenir en0 ˆ lÕinstant1 et ˆ rester postif
sur [0, 1].

Mais peut-on dire queTn , convenablement mis ˆ lÕŽchelle, converge vers un
arbre alŽatoire continu limite ?

! ConsŽquence 2 :Oui, lorsquÕon voitTn comme un espace mŽtrique
compact en munissant ses sommets de la distance de graphe.
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La distance de Hausdorff

SoientX, Y deux sous-ensembles dÕun m•me espace mŽtriqueZ.

Si

Xr = {z ! Z; d(z, X) ! r}, Yr = {z ! Z; d(z, Y) ! r}

sont lesr-voisinages deX et Y, on pose

dH (X, Y) = inf {r > 0;X " Yr et Y " Xr } .
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La distance de Hausdorff
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sont lesr-voisinages deX et Y
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La distance de GromovÐHausdorff

SoientX, Y deux espaces mŽtriques compacts

La distance de GromovÐHausdor! entre X et Y est la plus petite distance de
Hausdor! entre tous les plongements isomŽtriques possibles deX et Y dans un
m•me espace mŽtrique compactZ.

Igor Kortchemski Arbres et marches aléatoires 27 / ! 2



Grands arbres alŽatoires Codage par des marches alŽatoires Outils pour Žtudier les marches alŽatoires Applications aux BGW arbres

La distance de GromovÐHausdorff

SoientX, Y deux espaces mŽtriques compacts

La distance de GromovÐHausdor! entre X et Y est la plus petite distance de
Hausdor! entre tous les plongements isomŽtriques possibles deX et Y dans un
m•me espace mŽtrique compactZ.
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LÕarbre brownien

! ConsŽquence du thŽor•me dÕAldous(Duquesne, Le Gall) : il existe un
espace mŽtrique compact alŽatoireT tel que la convergence

!
2
!

n
áTn

( d )
"#

n ! !
T ,

ait lieu en loi pour la distance de GromovÐHausdor! .

LÕespace mŽtriqueT est appelŽarbre brownien continu, et est codŽ par
lÕexcursion brownienne.
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LÕarbre brownien

y ConsŽquence du thŽor•me dÕAldous(Duquesne, Le Gall) : il existe un
espace mŽtrique compact alŽatoireT tel que la convergence

!
2
!

n
áTn

( d )
"#

n ! !
T ,

ait lieu en loi pour la distance de GromovÐHausdor! .

LÕespace mŽtriqueT est appelŽarbre brownien continu, et est codŽ par
lÕexcursion brownienne.
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