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Soient m € R et ¢ > 0. Pour tout x € R, on pose

1 _ (a=m)?

fm,02 (iL’) = /—271'0'2 € 207

On dit qu'une variable aléatoire réelle X suit la loi N'(m,o?) si X est une variable aléatoire &
densité et dont f,, ,2 est une densité.

Dans ce texte, on vérifie que f,, ,2 est bien une densité et montrons que la variance de X
est 0% (on a déja vu en cours que X admet une espérance et que E [X] = m).

On dit ainsi que X est une variable aléatoire gaussienne (ou normale) de moyenne m et de
variance o2, ou encore que X est une variable aléatoire qui suit la loi gaussienne (ou normale)
de moyenne m et de variance o2.

1 Calcul de l’intégral de Gauss

Vérifions que f est bien une densité :

(i) f est bien positive

(ii) f est bien continue sauf éventuellement en un nombre fini de points (elle est méme
continue)

(iii) On montre que [~ f(z)dz = 1. En faisant le changement de variable y = 2 + m puis le

changement de variable z = v/20y, on voit qu’il suffit de montrer que
& 2
/ e Vdr =1
—00

ou encore, par parité, que

/Ooo e dr = \/7% (1)

Pour montrer (1), introduisons la fonction G : R, — R définie par

1 o=(t*+1)a?

G(z) = / —dt, x> 0.

o 241
Montrons que G est dérivable et calculons sa dérivée. Pour cela, soit A > 0 et montrons que G
est dérivable sur [0, A]. Soit ¥ : [0, 1] x [0, A] — R, la fonction définie par

6—(t2-‘,-1)gc2
U(t,x) = —F5——
(t.2) 241

La fonction ¥ admet une dérivée partielle par rapport a z donnée par

8_\1/(15’ x) = —2pe " (4,

ox



Cette quantité est continue en t, et on a la domination

vVt € [0,1],Va € [0, A], '—

La fonction 2A ne dépend pas de x et est intégrable sur [0,1]. On peut donc appliquer le
théoreme de dérivation sous l'intégrale et en déduire que G est dérivable, de dérivée

1 1
G'(x) = —Zx/ e W) gt — —2xexz/ e gt
0 0
Le changement de variable u = tz donne
G'(x) = —26_"”2/ e~ du = —2I'(z)I(x) avec I(z)= / e du.
0 0

En intégrant (on remarque que 2I'(x)I(z) est la dérivée de I(x)?), on en déduit que pour tout
x>0
G(z) = G(0) = —(I(z)* — 1(0)*).

Comme G(0) = fol T dt = arctan(1) — arctan(0) = 7 /4, on obtient

Or 0 < G(z) < e [ 2 donc G(z) — 0 quand # — oo. On en déduit que I(z) — /4

0 1+t2?
quand z — oo. Donc
o0 2
_42 T
dat| =—.
(/0 ’ ) [

On en déduit (1).

2 Calcul de la variance d’une loi gaussienne

Soit X une variable aléatoire N'(0,1). Comme E [X] = 0, la variance de X vaut E [X?] —
E [X]* = E[X?]. D’apres le théoréme de transfert (pour la fonction positive z — z2) :

E [XQ] = \/LQ_W/_ xzefgdx.

Pour calculer cette intégrale, on integre par parties (en posant u = z et v/ = ze~®/2 de sorte
que v/ =1 et v =—e"/2)

o 12 00 oo
/ e T dr = [—xe*“’am] —i—/ e 2y = V2

%) —0o0

car e " /2/\/27 est une densité sur R. Ainsi, E[X?] = 1.
On montre de méme que la variance d'une loi N'(m, o?) est o>.
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