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Exercice 1. Soit X : (2, 4,P) — (E, £) une variable aléatoire. Soient B, B’ € £ disjoints
(c’est-a-dire tels que BN B’ = 0)). Montrer que P(X € Bet X € B') =0.

Exercice 2. Soit Q2 = {1,2,3,4,5,6}. On munit (2, P(£2)) de la probabilité uniforme P.
On pose

(1) Démontrer que X est une variable aléatoire a valeurs dans un espace qu’on précisera.

(2) Quelle est la loi de X ?

Exercice 3. Soit (£2,.4) un espace probabilisable et (4;);>1 un systeme complet d’événements.
On rappelle que cela signifie que A; € A pour tout i > 1, que U;>1 4; = Q et que A;,NA; =0

si i # j. On considere 'application X : 2 — N* définie par X (w) = 4, ou 7 est tel que

w € A;. Montrer que X est une variable aléatoire discrete.

Exercice 4. Soit F': R — R défini par F(z) =0siz <0et F(z)=1—e"siaz >0.
Montrer que F' est la fonction de répartition d’une variable aléatoire.

Exercice 5. Représenter graphiquement la fonction de répartition de la variable aléatoire

X de l'exercice 2.

Exercice 6. Soient X : (2, 4,P) - Ret Y : (2, A, P) — R deux variables aléatoires
de méme loi. Soit f : R — R une fonction mesurable. Montrer que f(X) et f(Y) ont

meéme loi.

Exercice 7. Soient X, Y deux variables aléatoires a valeurs dans N définies sur (Q2, A, P)
telles que la loi conjointe de (X,Y) vérifie P(X = j,Y = k) = a(j + k) /27"

(1) Quelle est la valeur de a? On pourra utiliser le fait que >, ., k/2k = 2.

(2) Déterminer les lois marginales de X et Y.

(3) Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ?

Exercice 8. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur (£2,.4)

telles que que X suit une loi de Poisson de parametre A > 0 et Y suit une loi de Poisson

de parametre p > 0.
(i) Déterminer la loi de X + Y. (On pourra utiliser la formule du binéme de Newton).

(ii) Soit n > 0 un entier. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant que X +Y = n.
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Exercice 9. Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition est la fonction
F de I'exercice 4. Soit Y une variable aléatoire dont la loi est la probabilité conditionnelle

de X sachant que X < In(2). Tracer la fonction de répartition de Y.

Exercice 10. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur (2, A, P)
telles que que X suit une loi de Poisson de parametre A et Y suit une loi géométrique de

parametre p. Calculer P (X =Y).

Exercice 11. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur (2, A, P)
telles que que X et Y suivent une loi géométrique de parametre p €]0, 1[. Déterminer la
loi de min(X,Y).

Exercice 12. Une personne dispose de trois cartes identiques en tout point sauf en ce
qui concerne la couleur. La premiere carte est rouge sur les deux faces, la deuxieme est

blanche sur les deux faces et la troisieme est rouge d’un coté et blanche de I'autre.

(1) Elle tire au hasard une carte et en présente au hasard une des faces. Vous ne voyez
que la face présentée et on vous demande de parier sur la couleur de la face cachée.

Quel serait votre choix ?

(2) Que se passerait-il si en fait, la personne ne choisit pas au hasard la face de la carte
qu’elle présente, mais si elle présente toujours la face de couleur rouge lorsque la

carte tirée (toujours au hasard) en possede une?

On pourra introduire les deux variables aléatoires suivantes : X représente la face
visible de la carte choisie et Y sa face non visible, et commencer par donner leur loi

conjointe.



