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Corrigé des exercices non traités sur http: //www.normalesup.org/ ~kortchem/MAP311 un peu apres la PC.

2 Monte Carlo

'Z?(erﬁice 2. (Des calculs sans calculs) Soit f : R — R une fontion continue bornée et @ > o. Calculer les limites

suivantes :
X+t Xy,

k
)dxl---dx,, et 11113;) e_“”%f(g).
k>o

lim f(
n—oo [0,1]" n

Corrigé :
— Soit X une variable aléatoire de Poisson de parameétre an. Alors

k
Ze,m(akn!) f(k):na[f(X)]-

n
k>o

Or X alaméme loi que V, +V, +---+V,, ot (V;),<i<, sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi
de Poisson de parametre a. Donc

e )

k>o

Vi+-+V, A _ Vi+-+V,
% converge presque surement vers E [V1] = a. Donc f ( %)

Vi+-4V,
n

e lan)* (K
) %f(;) = f@

k>o

D’apres la loi forte des grands nombres,

converge presque sirement vers f(«a). De plus, |f( )| e$t majorée par sup|f|. Donc

d’apres le théoréeme de convergence dominée.

3 Convergence en loi

Fxercice 6. (Convergence en loi et fonctions caractéristiques) Soit 6 > o. On considere une suite (T},),>,, de va-
riables aléatoires ou T, suit une loi géométrique de parametre p, = %. Montrer que la suite (T,,/n),»,, converge en loi et

déterminer sa limite.

Pour des questions, demande d’explications etc., n’hésitez pas a m’envoyer un mail.


http://www.normalesup.org/~kortchem/MAP311

Corrigé : On utilise les fon&tions caractéri§tiques. Pour tout ¢ € R,
(PTn(t):IE[eltT"]:an(l—[)n)k_leltk:pneltZ((l—Pn)elt) _ pPne o — Pn ]
k>1 k>o 1—(1-py)e e _(1_pn)
Ainsi,
P1,()=E[eiT] : o
T = enil= — —.
o 1-ilto(l)—(1-9) noe O-it
On reconnait la fonc¢tion caractéristique d’une variable exponentielle de parametre 6. O

'Z?(erﬁice 7. (Un exemple) Pour tout # > 1, on considére la fonction F,, définie par F, (x) = % pour x € R. Montrer que,
pour tout n > 1, il existe une variable aléatoire X, dont F, e§t une fonction de répartition. Montrer que la suite (X,,),;>,

converge en loi, et identifier la loi limite.

Corrigé : La fonétion F,, e§t croissante, continue, de limite nulle en —co et de limite 1 en +oco, donc il existe une

variable aléatoire X,, dont F,, e$t une fonction de répartition. De plus, pour tout x € R,

o six<o

-

=

=
=

six=o
1 six>o.
Ainsi, X,, converge en loi vers o car la fonction de répartition de X, converge vers la fonction de répartition F

de la variable aléatoire con$tante égale & o en tout point ot F et continue (c’est-a-dire R*). Alternativement, on voit

que pour tout € >0, on a IP(|X,,| > €) — o, donc X,, converge en probabilité et donc en loi vers o. O

f?gercice 8. (Un autre exemple) Pour tout 1 > 1, on considére la fonétion F, définie par F,(x) =osi x <net F,(x) =1 si
x > n. Montrer que, pour tout n > 1, exiSte une variable aléatoire X,, dont F,, est une fonction de répartition. Est-ce que

la suite (X,,),>, converge en loi?

Corrigé : La fonltion F,, et la fonétion de répartition d’une variable aléatoire constante égale a n. Pour tout x € IR,
F,(x) — o. La suite X, ne converge donc pas en loi, car la fontion nulle n’est pas égale & une fonétion de répartition,

sauf en un nombre dénombrable de points. m]

5 Plus appliqué (hors PC)

‘Exercice 10. Cet exercice présente un modele pour la contamination au mercure.

(1) Soit (X,),>; une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi. On suppose qu’il existe deux réels
a,A>otelsque P(X, >x) ~ XL‘\ lorsque x — co. Démontrer que la suite (Z,,),>, définie par Z,, = ni max(X,,...,X,)
converge en loi vers une variable aléatoire dont la fonction de répartition et e 1, (loi de Fréchet de pa-
ramétre (a, A)).

(2) Le mercure, métal lourd, e§t présent dans peu d’aliments. On le trouve essentiellement dans les produits de la

mer. L’Organisation Mondiale de la Santé fixe la dose journaliére admissible en mercure a o.71ug par jour et par



kilo de poids corporel. Des études $§tatistiques donnent la forme de la queue de di§tribution empirique de la
contamination globale annuelle en gramme de mercure pour un individu de 70 kg : P(X > x) = ;LA pour x assez
grand avec @ = 3.54-10 2 et A = 2.58. Seriez-vous étonné—e qu’au moins une personne soit exposée a ce risque
sanitaire en France? A Palaiseau (Recensement 2013 : 31264 personnes )? Dans une promotion de cinqg cents
étudiants? A partir de quelle valeur de 1 pouvez-vous affirmer, avec seulement 5% de chances de vous tromper :

< Parmi ces n personnes, au moins une a un niveau de mercure trop élevé »?

Corrigé : (Corrigé d’apres le livre Introduétion aux probabilités et aux Statistiques de Jean-Francois Delmas.)
(1) On utilise les fontions de répartitions. Pour tout y € R, on a

n

P(Z, <y)=TP(X, <n''y)
Siy<o, IP(X1 < nl/Ay) <P(X,<0)">ocarP(X, <o0)<1.DoncP(Z,<y)—>0.Siy>o0,0na
P(Z, <p)=((1-P(X, >n"y))".
Comme IP(X1 > nl/"y) ~ %, un développement limité montre que P(Z, <y) — e La fon&ion de

répartition de Z, converge donc en tout point vers celle d’'une loi de Fréchet de parametre (a, 1), d'ou le

résultat.

(2) On considéere n individus et on note X; le niveau annuel d’exposition au mercure de I'individu k. On suppose
les variables aléatoires X indépendantes et de méme loi que X. Pour un individu de 70kg, la dose annuelle
admissible fixée par 'OMS e$t s = 18.14 - 1073g. La probabilité qu'un individu au moins ait un niveau de

mercure trop élevé et

pn =P(max(X,,...,X,)>s) 1 —P(max(X,,...,X,;)<s)

_ A
= 1-¢ nln(1-as

~ 1- exp(—as_/\n).

6 -A

Sin,=60-10"onap, = 1,lsi n, =31264o0nap, =o0.97;sin, =5000nap, =o.05. Enfin, 1 —exp(-as
n(005) | et-a-dire n > 27216.
as

n) >
0.95 si et seulement si n >

O

‘Exercice 11. On casse un baton de longueur 1 en n endroits choisis uniformément et indépendamment au hasard. On
note L, la longueur du plus long des n + 1 bouts obtenus. Quel et le comportement de L, lorsque #n — o0 ? Le but de cet
exercice e§t de montrer que (n+ 1)L, —In(n + 1) converge en loi vers une loi de Gumbel (dont la fonétion de répartition
eStx et ).

Pour cela, soit (X;),<j<;., des variables aléatoires i.i.d. exponentielles de paramétre 1. On pose, pour 1 <i<n+1,
Xi

SYH—I

S;i=X,+-+X;, Y=

(1) Déterminer la loi jointe de (X,,..., X, S;,+1) et en déduire celle de (Y,...,Y,).

(2) En notant (A,,...,A,,,) la longueur des bouts successifs obtenus, montrer que (A,,...,A;) et (Y,,...,Y,) ont la
méme loi (on pourra utiliser le résultat de la que$tion (1) de ’exercice 15 dela PC 4). En déduire que max(Y,,..., Y, ;)
a la méme loi que L,,.

P. Bertail. Evaluation des risques d’exposition & un contaminant alimentaire : quelques outils §tatiStiques. www.crest.fr/doctravail/document/
2002-41.pdf (2002).


www.crest.fr/doctravail/document/2002-41.pdf
www.crest.fr/doctravail/document/2002-41.pdf

(3) Montrer que pour x € R, (x+1In(n+ 1)) (i”ﬁ - 1) converge en probabilité vers o.

(4) En déduire le résultat désiré.

Corrigé :
(1) On commence par déterminer la loi jointe (X,...,X,, S,+,) en utilisant la méthode de la fonétion muette Soit

f :R"" — R une foné&ion continue bornée. On a d’apres la formule de transfert

Xn+1*

IE[f(Xll'--anlSnJrl)] = J‘ f(xpxz:---;xl +"'+xn+1)e_(xl+m+xn+l)dx1"'d

]o,oo[nH
En faisant le changement de variable u, = x,,...,u, = x,,, 4,4, = X; +---+x,, + 1 de jacobien 1, on obtient
— —u
E [f(Xv- . -an: Sn+1)] - f -~ f(uv Uspeoes Mn+1)€ n“ ]llln+12u1 +---+M;,du1 . ‘dun+1
Jo,00]

ce qui détermine la loi jointe (X,,..., X, Sy q)-
On détermine maintenant la loi jointe (Y,,...,Y,, S,,,). Soit f : R"** — R une fon&ion continue bornée. On

a d’apres la formule de transfert appliquée a (X,,..., X, S;41) ¢

Xq Xn X
IE[f(YI,...,Yn, Snﬂ )] = J f( reee 1 Xn41 ]lx,,+12x1+---+x,,e ”+1dx1 "'dx,,ﬂ-
Jo,eo[™** " \ Xn+1 Xnt+1
En faisant le changement de variable
X1 X Xn
u, = yUy = rees Uy = = Unt1 = Xpyas
Xn+1 Xn+1 Xn+1

aveco<u, +---+u, <1etx; =u;u,,,, dejacobien u),, , on obtient
— n —Uu
E [f(Yv' o Yo Sn+1)] - J - f(uv Usyeees un+1)un+1e i ]lu1+~~-+un<1du1 o 'dun+1'
Jo,00

On en déduit que pour toute fonétion f : R” — R continue bornée on a
IE[f(Yv-"fYn)] :”!J f(ulruzf--"un)1u1+m+un<1du1"'duw (1)

ce qui détermine la loi de (Y;,...,Y,).

(2) Notons Z,,Z,,...,Z, les endroits ol le baton a été cassé, rangés dans l'ordre croissant. L'exercice 15 de la PC
4 donne une densité de (Z,,Z,,...,Z,) : pour toute fon&tion f : R" — R continue bornée, on a

E[f(Z,,....Z,)] :n!f f(xg,..x,)dx, ... dx,.
{o<x, <..<x, <1}

Onremarque que A, =Z, et A; =Z; - Z;_, pour 2 <i <n. On en déduit par changement de variable que
E[f(A, A5, Ay)] = ”!J; [”f(ul,u2,...,un)]lul+...+un<1du1 -du,,.
0,00

Compte tenu de (1), on en déduit que (Y,,...,Y,) et (A,,...,A,) ont la méme loi. Comme Y,,, =1-Y, —--- -
Y,etA, ., =1-A, —---—A,, on en conclut que (Y,,...,Y,.,) et (A,,...,A,,;) ont la méme loi. Le fait que

max(Y,,...,Y,,,) ala méme loi que L, en découle immédiatement car L, = max(A,,...,A,,,).

(3) Soit W, = (x+In(n+1)) Xt Xusr 1) Ona [E[W]=oetVar(W)~ Inm® _, . D’apres 'inégalité de Bienaymé-
P 8 y

n+1 n

Tchebychev, on en déduit que W,, — o en probabilité.




(4) Posons Z,, = max(X,,...,X,1;)—log(n+1). D’apreés la question (2), on a
P((n+1)L,—In(n+1)<x)=P(Z,+ W, <x).

Or un petit calcul montre que IP(max(X,,...,X,,)—log(n+1) <x) — e pour tout x € R. Donc Z,, converge
en loi vers G, ou G e$t la loi de Gumbel de fontion de répartition x e . Or W,, — o en probabilité, donc
Z,+ W, converge en loi vers G d’aprés le lemme de Slutsky. Donc P(Z,, + W, <x) — ¢¢. On conclut que pour
tout xe Ron a

P((n+1)L,-In(n+1)<x) — €,

n—o0

ce qui était le résultat voulu.

6 Pour aller plus loin (hors PC)

f}(ercice 12. (Convergences jointes) Soient (X,,),>:, (Y;;)n>, deux suites de variables aléatoires réelles, et X,Y deux
variables aléatoires réelles telles que X, » X en loi et Y,, — Y en loi.

(1) On suppose dans cette question que les variables X,, et Y, sont indépendantes pour tout n > 1 et que les variables
X et Y sont indépendantes. Montrer que (X,, Y,) — (X,Y) en loi.

(2) (Lemme de Slutsky) On suppose que Y = a et constante. Montrer que (X,,,Y,,) — (X, a) en loi.
Indications. On pourra utiliser le fait Y,, — Y en probabilité (exercice ??) et écrire
[E[F(X,, Y,)] - E[F(X,a)]| < [E[F(X,,a)] - E[F(X,a)]| + E[IF(X,,Y,)~F(Xy )Ly, ajse)]
+ E [lF(Xw Yn) - F(Xw a)l]l{\Y,,—a|<e]]'

On admettra également que si Z,, est une suite de variables aléatoires a valeurs dans R¥, alors Z,, converge en loi vers Z
si et seulement si pour toute fonction lipschitzienne bornée f : R >RonaE [f(Z)] = E[f(2)]

(3) E$t-il toujours vrai que (X,,,Y,) > (X, Y) en loi?

Corrigé :
(1) D’apres le théoréme de Lévy, il suffit de montrer que ¢(x, v,)(t,t") = ¢(x,y)(t,t') pour tout (t,t') € R*. Par
indépendance (deux fois), on a

Px, v, (L) = Px, )Py, () —  Px(t)Py(t) = Pxv)(tt).

n—oo
(2) 1l suffit de montrer que E[F(X,,Y,)] = E[F(X,Y)] pour une fon&ion F : R> — R lipschitzienne borné. Sup-
posons que |[F(x,9)—F(x,9)| < L(]x—x'|+|y—’|) pour tous x,x",y,7" € R. Soit a € R tel que Y = a p.s. Pour € >0
fixé, suivons l'indication en majorant [E[F(X,, Y,,)]- E[F(X,a)]| par
[E[F(X,,a)]-E[F(X,a)]l + B[IF(X,, Y,)-F(Xy, )Ly, —gpse)]
+ E [|F(Xw Yn) - F(an a)|]l{|Y,,—a|<e}] .
La fonétion x — F(x, a) e§t continue bornée donc le premier terme de cette somme tend vers o (car X,, converge

en loi vers X). Le deuxiéme terme e$§t majoré par 2sup|F|-P(|Y, —a| > ¢€) qui tend vers o (car Y, — a en

probabilité). Pour le dernier terme, on remarque que

|F (X, Yy) _F(Xrlla)|]l{|Yn—a|<€} < Le.




Ainsi, pour n suffisamment grand,
IIE [F(Xn’ Yn)] -E [F(X’a)] | < 3LE-

Le résultat désiré en découle.

(3) Il n’e$t pas vrai en général que (X,,Y;,) = (X,Y) en loi. En effet, considérons les variables aléatoires X, =
Z =Y, pour tout n > 1, avec Z gaussienne centrée. La variable Z étant symétrique, on a X,, — —Z en loi. Si
(X,,Y,) = (-Z,Z) en loi, alors X,,+ Y, > —Z + Z en loi (car la fonétion (x,y) — x + y est continue), c’est & dire
2Z = o en loi, ce qui ne$t pas.

O
4 4 . .. _ k
‘Fxercice 13. (Un calcul sans calcul) Déterminer la limite de e Y=o %7 lorsque n — co.
Indication. On pourra utiliser le théoréme central limite.
Corrigé: Ona
n nk
e‘"ZF =P(P, +...+P,<n),
k=o
ou P,,..., P, sont des variables aléatoires de Poisson de parametre 1 indépendantes. Et
P+...+P,—n
P(P, +...+ P, <n) :P(% <o
n
- La variance d’une variable aléatoire de loi de Poisson de parameétre A étant égale a A, on a d’apres le Tct,
P+..+P,—n loi
SESA RN N
\/ﬁ n—oo0
ou N eét une variable gaussienne (centrée réduite). Or la fonction de répartition de N e$§t continue donc
no_k
- n 1
lim e "Z— =P(N <o0)=—-.
n—co k! 2
k=0
O

Z)(ercice 14. (Le TCL n’e$t pas une convergence en probabilité) Soit (X,),>, une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes de méme loi. On suppose que E[X?] < oo, et on note m = E[X,], 0> = Var(X,) et Z,, = \/Lﬁ Yo, (X —m).

(1) Rappeler la convergence en loi de la suite (Z,,),>,.

(2) Montrer que la suite (Z,, — Z,),», converge en loi vers une limite qu’on identifiera.

Indication. On pourra écrire Z,,— Z,, = aZ, +bZ;, pour a,b € R choisis de sorte Z, et Z, soient indépendantes et de

méme loi.

(3) En déduire que si 0> > o alors la suite (Z,),», ne converge pas en probabilité.

Corrigé :

(1) D’apres le TCL, Z,, converge en loi vers 0N, oll N e$t une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.




(2) Ona

2n

1 1 1
— —1|Z,+—=Z] avec Z = — (X —m).
(\/5 ) " \/5 " ! ﬁk—;f—’l

Comme Z;, e§t indépendant de Z,, et a la méme loi que Z,,, on en déduit que

Zon—2Zy=

R N AR e

- ol 2ol )

(3) Soit 0> > o et supposons par ’absurde que Z,, converge en probabilité vers o. Alors la suite (Z,,,—Z,,) converge

Donc Z,, — Z,, converge en loi vers ov2_[1— \/LEN.

en probabilité vers o (car alors (Z,,Z,,) — (0,0) en probabilité, qu'on compose par 'application continue

f(x,9) =x—y). On déduit de la question précédente que o = o, absurde.

O

Exercice 15. (Cauchy) On rappelle qu’une loi de Cauchy a pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue x +—
m On peut démontrer (en utilisant les transformées de Fourier) que sa fonction cara&téristique est ¢(t) = exp(—|t|).
Soient (X;),<i<, des variables aléatoires indépendantes qui suivent une loi de Cauchy. On pose S,, = X, +---+ X,,. Etudier

les convergences en loi et en probabilité des suites suivantes.

@ (%)n>1 @) (%)nzi b (%)”21'

Dans le cas (3), la loi des grands nombres s’applique-t-elle?

S
Indication. Pour la troisiéme suite, on pourra déterminer la loi de S Su rajsonner par l'absurde et montrer qu’alors

2n
2;1 S

la suite 22 — =" converge en probabilité vers o.

Corrigé : Rappelons que la fon&ion caradéristique d’une loi de Cauchy et ¢(t) = eV,

(1) Soit t € R. On a, par indépendance,

n .
it it o Ssit#o0
€ZWXk _ I |1E|:el\ka] _ e_|t|\/E _
k=1 "1 sit=o

¢s.(t)=E
Vi

k=1

La fon&ion cara&éristique de S,,/+/n converge donc ponétuellement vers une fon&tion qui n’e§t pas continue
en o. Donc S,/v/n ne converge pas en loi (et donc pas en probabilité non plus).

(2) Comme pour (1), 0on a

¢s,(t)=en  — 1.
n2

n—oo

Donc la fon&ion caractéristique de S,,/n> converge en tout point vers celle de la fonction con$tante égale a o.
Donc S,/n> converge en loi vers o, et donc aussi en probabilité vers o d’apres l'exercice ?2.

(3) Pour tout t € R, on calcule

IE[ x1++xn] l—llE[lxk] ]_Ie -




X, +-+X
n

Donc % suit une loi de Cauchy. Donc S,,/n converge en loi vers une loi de Cauchy.

Montrons maintenant que S,/n ne converge pas en probabilité. On a

Son Sy _ Xy o+ X X4+ X,

2n  n 21 2n
12 . X1+ X5y, X +-+X, . 2 A . .
On a en utilisant le fait que o et =—.—" sont indépendants et ont méme loi que S,/2n:
-t
P sy = s (t) =M

2 ‘Vl Vl

Son _ S

Donc 22 — = suit une loi de Cauchy. Raisonnons maintenant par l’absurde en supposant que S,/n converge

en probabilité vers une limite X. On a alors, pour tout € > o,

{ﬁ_ﬁ ZE}C{Q—X'Ze/z}U{ﬁ—X 26/2},
on n 2n n
et donc S S S S
Ip(ﬂ__” Ze)SP(ﬂ—X'Ze/2)+lP(—”—X Ze/z)-
on n 2n n

Par passage a la limite,

S S
]P( 2 1 26) — o
2n n n—o00
La suite 322 — S—n" converge donc en probabilité en o, et donc en loi vers o, ce qui et absurde car 52%;’ - % suit
une loi de Cauchy.
La loi des grands nombres ne s’applique pas car une loi de Cauchy n’est pas intégrable.
O

f?(en:ice 16. (Loi faible, non forte) Soit (X,),>, une suite de variables aléatoires indépendantes de loi donnée par
P(X,=0)=1 etP(X,=n)=P(X,,=-n X+ +Xn

(1) Montrer que Y, converge en probabilité vers o. Indication. On pourra etudler E[Y?]

.On pose Y, =

- nln(n+1) ) = 2In( n+1 n'

(2) Montrer que presque siirement, Y, ne converge pas.

Corrigé :
(1) Ona
ZZ—IIE[X]?] 1 v k
27 _ = — .
IE[YT!] - Z’2ln(

n* n? k+1)

Pour montrer que ceci converge vers o, on fixe M > o et on écrit

M M n

k = k k 1
2 271 .
wENY] = kzzln(k+1) +kZM sIn(k+1) kzzln(k+1) o In(M+1) ka.

=1 = =1 =1

Donc, pour tout M > o, pour tout n assez grand E[Y?] < ln(lM)‘ Donc E[Y?] — o. Ainsi, pour tout € > o,
P(|Y,l>e€) < SE[Y7] —o.

(2) Ona} ,.,IP(X, =n)=co. Donc, d’aprés le (deuxi¢me) lemme de Borel-Cantelli (les évenements {X,, = n} sont
indépendants car les variables aléatoires (X;);>, sont indépendantes), p.s. X,, = n une infinité de fois. Or si Y},

converge, alors X,/n — o p.s. (voir ’exercice 17 de la PC 5). Donc p.s. Y,, diverge.




‘Exercice 17. (Probléeme des moments) Soient X et Y deux variables aléatoires réelles bornées. On suppose que E[X"] =
E[Y"] pour tout # > 1. Montrer que X et Y ont la méme loi.

Indication. Utiliser le théoréme de WeierStrass sur la densité des polyndmes.

Corrigé : Soit f : R — R une fonction continue bornée. Il s’agit de montrer que [E[f(X)] = E[f(Y)]. Soient a < b
telsque P(a<X <b)=P(a<Y <b)=1.0n peut supposer que f et a support compaét dans [4, b]. Il existe alors une
suite (P,),», de polynémes a coefficients réels tels que P, converge uniformément vers f sur [a,b]. En particulier, il
exiSte une con$tante C > o telle que supy, ;) |P,| < C pour tout n > 1.

Posons X,, = P,(X). Alors X,, converge presque sirement vers f(X) (car la convergence uniforme implique la
convergence simple), et |X,| < C pour tout n > 1. D’aprés le théoréme de convergence dominée, on en déduit que
E[X,] =E[P,(X)] = E[f(X)]. On montre de méme que E[P,(Y)] - E[f(Y)].

Or, par hypothese, [E[P,(X)] = E[P,(Y)]. Ceci conclut.

f?gercice 18. (Sommes aléatoires) Soit (X,,),>, une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi,

centrées, de variance finie 0> > 0. On pose S, = Y 1 _, X,;. Soit (Nj ), une suite de variables aléatoires a valeurs dans IN,,
1

VN

Montrer que Z; converge en loi vers une variable aléatoire que I’'on déterminera.

toutes indépendantes de la suite (X},),»,. On pose finalement Z; = SN,- On suppose que Ny — oo p.s. lorsque k — oo.

Corrigé : Posons Y, = S,/+/n et soit N une variable aléatoire normale centrée réduite. Nous allons montrer que
Zy. converge en loi vers V. Soit F : R — R, une fonéion continue bornée. Fixons € > 0. D’aprés le théoréme central

limite, Y, converge en loi vers V. Il exiSte donc N tel que pour n > n,, :
IE[F(Y,)]-BIF(V)] <e.

On écrit ensuite :

E[F(Z)] = E[F(Yy)|=) E[FY)In,]

j=1
= iIP(Nk = ])IE[F(Yj)] par indépendance de Ny et Y;
j=1
Ainsi :
E[F(Z)]-E[FW)] - < imk=j>|1E[F<Y]->]—1E[F<N>1\
pn
< 2FILP (N < o)+ )~ P (N, = ) [E[F(Y)] - E[F(V)|
I
< 2lFIGP (N < 7o)+ ) P(Ng = j)e
T

< 2||F||P (N < 1y) + €.

Or N; converge presque sirement vers o et donc en probabilité. Le premier terme de la derniére somme converge

donc vers o. On en déduit que [E[F(Z;)] - E[F(N)]| < 2€ pour k suffisamment grand, ce qui conclut. O
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