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PC 3 — Mercredi g mai 2017 — Lois et espérances
Corrigé des questions peu ou non abordées en PC
Igor Kortchemski — igor.kortchemski@cmap.polytechnique.fr

Corrigé des exercices non traités sur http: //www.normalesup.org/ ~kortchem/MAP311 un peu apres la PC.

1 Ve&eurs de variables aléatoires réelles a densité

Z?(ercice 3. (Calculer en cent legons) Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans R*> dont la loi a pour

densité
1
f(X,Y)(xry) = Z(l + xy)]IﬂSX,ySl'
(1) Déterminer la loi de X. (4) Calculer E[XY].
(2) Calculer E[X1x<,/,]. (5) Calculer IP(X < Y). Le résultat est-il surprenant?
(3) Calculer ]E[%] (6) Les v.a. X et Y sont-elles indépendantes?
Corrigé :

(1) Comme (X,Y) est a densité, on sait que X est a densité, et sa densité est obtenue en intégrant fx y) par rapport
a la deuxiéme variable. Ainsi,

[ee] 1 1 1
fx(x) = f dyfix,v)(xy) = J dyZ(1 +x9) 1 ey = St <x<1.
Donc X suit la loi uniforme sur [-1,1].

(2) D’apres le théoréme de transfert,

1/2 % 3
E[X1x</]= J. XLycrya fx(x)dx = J —dx=-—.
R 1 2 16
(3) C’eSt un piege : % n'est pas intégrable, car
1 !
B[] :f Ldx=co,
IX1 Joy I«
donc I’écriture [E [;—(] n’a pas de sens.
(4) Dapres le théoréme de transfert,
E[XY]= j dxdy1 (xy +x%y%) = ! (fl x2dx)2 .
[-1,1]? 4 4\J-1 9 .

(5) D’apres le théoréme de transfert,

P(X<Y)=E[lxcy] :.r

[-11]

1 1
. dxdyllxsyiu +xy) = J dxj dyj—t(1 +xp).
-1 X

Donc

Pour des questions, demande d’explications etc., n’hésitez pas @ m’envoyer un mail.


http://www.normalesup.org/~kortchem/MAP311

Ce n’e$t pas surprenant, car
1=PX<Y)+P(X=Y)+P(X>Y),

et comme (X,Y) et (Y, X) ont la méme par symétrie de la densité ona P(X <Y)=IP(X >Y) et comme (X,Y)
eSta densittonaP(X=Y)=o.

(6) Intuitivement, X et Y ne sont pas indépendantes car fx y) ne s’exprime pas comme une fonction de x fois une
fonétion de y. Formellement, si X et Y étaient indépendantes, on aurait E[XY]=E[X]E[Y] = o, ce qui nest
pas le cas d’apres la question (4).

2 Propriétés générales de I’espérance

‘Fxercice 4. (Méthode probabilite) On colorie 10% d’une spheére en bleu et le re$te en rouge. Le but de cet exercice est
de montrer qu’il e§t toujours possible d’inscrire un cube dans la sphére dont tous les sommets soient rouges. Pour cela
nous allons utiliser le hasard! On choisit un cube A, A, --- Ag inscrit dans la sphére uniformément au hasard (de telle que
sorte que pour tout 1 <i <8, A; suit la loi uniforme sur la spheére). Pour 1 <i <8, on note X; = 1 si A; e§t rouge et X; =0
si A; e§t bleu.

(1) Calculer E[X;] pour 1 <i<8.

(2) Conclure.

Corrigé :
(1) Pour 1 <i <8 fixé, A; suit la loi uniforme sur la sphére. Donc [E[X;] et la probabilité que A; soit rouge, soit
0.9.

(2) Par linéarité de 'espérance,

E =8x0.9=7.2.

8
) Xi
i=1

Or ?:1 X; e§t une variable aléatoire entiére. Il exiSte donc une réalisation pour laquelle Z?:l X; = 8 (sinon

son espérance serait inférieure ou égale a 7).

‘Exercice 5. (Inégalité de Paley-Zygmund) Soit X une variable aléatoire réelle intégrable telle que E[X] > o.
(1) Montrer que pour tout A >0, X < AE[X]+ X1xsag[x))-
(2) On suppose que, de plus, o <E[X?] < +co. Montrer que pour tout A €]o,1[ on a

E[X]*
E[X?]

P(X > AE[X])> (1-1)

Indication. On pourra utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Corrigé :




(1) On distingue deux cas. Si X > AE[X], alors 1y, g[x] = 1 et
/\]E[X] +X]]-X>/\]E[X] = AIE[X] +X >X.

Si X < AE[X], alors
X < AE[X] < AE[X]+ X1 x5 g [x]-

(2) On prend l'espérance de I'inégalité de la question précédente :
E[X] < AE[X]+E[XTys g

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1/2

E[XTxoapix)] < B[ X[Lxs appx)| S BIXC]2B[13, 15| = BIX2T?P(X > AB[X])2,

Donc
(1-A)PE[X] <E[X?]P(X > AE[X])

et le résultat voulu en découle immédiatement.

Remarque. L'inégalité de Markov permet de majorer IP (X > AIE[X]), alors que l'inégalité de Paley-Zygmund per-
met de minorer cette quantité.
O

‘Exercice 6. (Théoréme de Fubini) Soit X une variable aléatoire réelle positive. Démontrer que

E[X]= IWP(XZX)dx: fOOIP(X>x)dx.

o

Indication. On pourra utiliser le fait que pour x > o, x = I:o 1,5,dt = fooo 1,..dt.

Corrigé : Pour la premiére égalité, on utilise la premiére égalité de I'indication, avec le théoréme de Fubini pour
les fon&tions positives (on rappelle qu'une espérance n’est rien d’autre qu’une intégrale) :

_ J;OO]E[]lXZt]dt: JMP(XZ ).

o

E[X]= E[Jm 1y dt

La deuxiéme égalité se montre de la méme maniere. O

3 Exercice a chercher pour la prochaine fois

‘Exercice 7. Soit V une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, t]. Déterminer la loi de sin(V).

Corrigé : On utilise la méthode de la fonction muette. Soit f : R — IR, une fonction continue bornée. On cal-
cule E[f(sin(V))]. Comme f(sin(U)) et bornée, elle admet une espérance, et on peut donc utiliser le théoréme de
transfert :

Blf(sin(U)] =+ [ fGsin(x)dx.




On a envie de faire le changement de variable u = sin(x), mais attention : sin n’e$t pas injective sur [o,7]. On se
re§treint donc a [o,7t/2], et en faisant le changement de variable u = sin(x) (et donc x = arcsin(u), dx = du/VN1 —u?) :

1

i /2 1
%L F(sin(x))dx = %L F(sin(x))dx = %J- F(u) du.

1-u?
On en déduit que sin(U) e§t une variable aléatoire & densité, dont une densité est donnée au point u par

2

——1

o<u<i-
2

TTV1 — U

4 Plus appliqué (hors PC)

f}(ercice 8. (La cerise sur le gateau) On considére un gateau circulaire avec une cerise sur le bord. On découpe le gateau
en deux parts en coupant suivant deux rayons choisis au hasard.

(1) Avec quelle probabilité la part contenant la cerise e§t-elle plus petite que la part ne contenant pas la cerise?

(2) Quelle est la longueur angulaire moyenne de la part contenant la cerise?

Corrigé : (Corrigé d’apres le livre Introduétion aux Probabilités et aux Statistiques de Jean-Frangois Delmas.) On
note O, et O, les angles formés par les deux rayons et le rayon qui passe par la cerise. L’énoncé du probleme indique
que O, et ©, sont indépendants et suivent la loi uniforme sur [o,27]. La longueur angulaire de la part contenant la
cerise e$t égale a 21— |©, — O, |.

(1) La probabilité pour que la part contenant la cerise soit la plus petite et égale a P (21t — |0, - 0,| < |0, —0,]).
On en déduit que

IP(2T(_|®1 _®2| < |®1 _®2|)

E []lmf|®f®2|<l@r®2l]

1 21 r2m
= WJ J d91d921|91792|>n
o o

1 27T 0,
= 2ﬂ)22f d91 J d92ﬂ61—62>n
o o

ou pour l'avant derniére égalité on a utilisé la symétrie entre 0, et 6, pour se reStreindre au cas ou 0, < 0,.

—_

IS

La probabilité pour que la part contenant la cerise soit la plus petite et donc 1/4.

(2) Lalongueur moyenne de la part contenant la cerise et égale 4 27t—E[|©, — ©,|], qu’on calcule avec le théoréeme

1 270 2T
(2%)2J J d91d92|91_92|
o o

1 27 0,
= sz- dQIJ (91—62)d62
27T

3

de transfert et la méme astuce de symétrie :

Efl©, -6,]]

La longueur moyenne de la part contenant la cerise est donc 47/3.




La part qui contient la cerise est plus grande en moyenne et elle e$t également plus grande dans 75% des cas. Pour
voir que ces résultats ne contredisent pas l’intuition il faut inverser les opérations. On découpe d’abord au hasard
deux rayons dans le gateau, puis on jette au hasard la cerise sur le bord. Celle-ci a intuitivement plus de chance de
tomber sur la part la plus grosse! Il reste a se convaincre que jeter la cerise sur le bord puis couper le giteau au

hasard, ou couper le giteau au hasard puis jeter la cerise sur le bord donne bien le méme résultat O

Exercice 9. (Spaghettis) On considére un baton sur lequel on trace au hasard deux marques. On découpe le baton
suivant les deux marques. Quelle e$t la probabilité pour que 'on puisse faire un triangle avec les trois morceaux ainsi
obtenus?

Corrigé : (Corrigé d’apres le livre Introduction aux Probabilités et aux Statistiques de Jean-Francois Delmas.) On
suppose que la longueur du baton est d’une unité. On note X et Y les emplacements des deux marques. Par hypothése
X et Y sont des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [o,1]. On fait un triangle si et seulement si
aucune des longueurs des morceaux n’est plus grande que la somme des deux autres, ou ce qui revient au méme,
si et seulement si la longueur de chaque morceau est plus petite que 1/2. Cela e$t équivalent aux trois conditions
suivantes :

1-max(X,Y)<1/2, min(X,Y)<1/2 et max(X,Y)-min(X,Y)<1/2.

La probabilité cherchée P vaut donc

P = P(1-max(X,Y)<1/2,min(X,Y)<1/2,max(X,Y)-min(X,Y) < 1/2)

= E []]-17max(X,Y)§1/2,min(X,Y)31/2,max(X,Y)fmin(X,Y)Sl/z]

1 1
- J f dxdy]lrnax(x,y)21/2,mir1(x,y)S1/2,max(x,y)—min(x,y)51/2
o Jo

1 1/2
= 2 f dx f dy
1/2 x—1/2
1

’

BN

ou a la derniére égalité on s’est reStreint au cas ou x > 1/2 par symétrie (en multipliant par un fateur 2). La proba-
bilité cherchée vaut donc 1/4. O

‘Exercice 10. (Points fixes) Quelle et le nombre moyen de points fixes d’'une permutation choisie uniformément au
hasard de longueur n?

Corrigé :

On note S, I'ensemble des permutations de {1,2,...,n} (on rappelle qu'une permutation de S, est une bijetion
de {1,2,...,n} dans {1,2,...,n} et que si 0 € S,;, on dit que i € {1,2,...,n} est un point fixe de o si o(i) = 7). Soit X une
variable aléatoire a valeurs dans S,, et de loi uniforme. On note N(X) le nombre de points fixes de X, et on remarque
que

N(X) =1, et un point fixe de X + L et un point fixe de X +*** + Ly 8t un point fixe de X-

Or,pour1<i<n,ona

) e (n—1)! 1
E[ﬂieﬁunpointﬁxedex]zﬂ)(l e$t un point fixe de X) = i




Dong, par linéarité de I'espérance,
n
1
E[NX)=) -=1.
INCOI=) =1
1=1

O

Exercice 11. (Propagation de population) Dans cet exercice, on étudie un modele simple de propagation d’une popu-
lation, qu’on modélise comme suit.
— Chaque site de N = {0, 1, 2,...} est occupé soit par un (seul) individu, soit est vide.
— Alin§tant t = o, un individu occupe le site o et tous les autres sites sont vides.
— Siunindividu et a c6té d’un site vide, au bout d’un temps aléatoire, indépendant de tout le reste, distribué selon
une variable aléatoire exponentielle de parameétre 1, il donne naissance a un individu qui va occuper ce site vide.
Soit T, le premier temps ol un individu occupe le site n. On fixe a > 1/2.
(1) Ju$tifier qu’on peut écrire T, = E; + --- + E,;, ou les variables aléatoires E,,...,E,, sont des variables aléatoires

indépendantes et exponentielles de parameétre 1.

n
(2) Montrer que P(T,, > n+n?) < N ( 1 ) |

1-1/+/n

(3) Montrer qu’avec probabilité 1, a partir d’un certain rang on a T, < n + n®.

Corrigé :
(1) Pour passer d’un site n a un site n + 1, il faut attendre un temps exponentiel de parameétre 1, indépendant de
toute le reste.

(2) Tout d’abord, si u < 1, d’aprés le théoréme de transfert e"f+ admet une espérance car JOOO e*e"du <ocoet

[se)
_ 1
lE[eXEI] = e e du = .
o 1-x

De plus, par indépendence de E,,...,E,,

n

IE[e”T”] =E I_le“E" = ﬁE[e”Ei] =(1-u)™

1=1
On écrit ensuite

T h a-—1/2
P(T,>n+n%) =P| 2L >\n+n""? :IP(eW > pVien®)
\n

et d’apres 'inégalité de Markov

a-1/2 TIn a-1/2 1 "
P(T, > n+n®) <e Vi E[eﬁ}:e\/ﬁ” (m)
d’apres le calcul précédent (avec u = 1/v/n).
(3) On a
e—\/ﬁ( 1 )n _ e—n‘/z—nln(l—n’l/z) _ e—n1/2+n1/2—1/2+o(1) -1

—1_1/\% — e

n—o00
Donc il exi$te une con$tante c telle que IP(T,, > n+n®) < ce”
_,a-1/2

n
Y€ < co. Donc

a-1/2
n pour tout n > 1. Comme a4 > 1/2, on a

ZIP(Tn >n+n?) < oo,

nx1

et le résultat demandé provient du (premier) lemme de Borel-Cantelli.




5 Pour aller plus loin (hors PC)

Zﬁ(ercice 12. (Moments et médiane d’une variable aléatoire réelle) Soit X une variable aléatoire réelle de fonétion de
répartition F.

(1) Si X e$t a valeurs positives et k > o, montrer que IE[Xk“] =(k+ 1)-[ t*(1 — F(t))dt.
o

(2) Si X e$t intégrable, montrer que pour tout a € R on a

E[|X-a|]= ja F(x)dx + Jm(1 — F(x))dx.

—00

(3) On suppose que F est continue. Pour quelles(s) valeur(s) a la quantité [E[|X — a] e§t-elle minimale?

Corrigé : On s’inspire de l'exercice 6.
(1) On a, d’apres le théoréme de Fubini pour les fon&tions positives,

[e¢]

Jmtk(1 —F(t))dt = Jw P (X > t)dt = IE[J 51y, dt

X k+1
ALl
o k+1

d’ou le résultat.

(2) On écrit

IS
ez}
2

o

<

+
S

8

-
|
g
2
=
<
I

ja H)(XSX)dX+jooH)(X>X)dX

—00 a

a o]
= IE|:J‘ ]lXSxdx+ J‘ ]]-X>xdx:|
—00 a

= ]E[]lXSa(a_X) + ]1X>a(X_a)]
= E[X-al].

(3) D’apres la formule précédente, ¢ : a — [E[|X —a|] e$t de classe C* et tend vers l'infini en +o0. Donc ¢ admet un
infimum et latteint en un point a tel que ¢’(a) = o, c’e§t-a-dire 1 — 2F(a) = o. L'ensemble des points a tels que
[E[|X —a] atteint son minimum e§ donc I’ensemble des points a tels que F(a) = 1/2 . Comme F e$§t croissante,

il s’agit soit d’un point, soit d’un intervalle.

Exercice 13. (Une inégalité) Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, de méme loi et intégrables.
Montrer que E[|X - Y|] <E[|X + Y]].
Indication. On pourra utiliser le fait que pour tout a € R,on a [ 1mcostal) gy =

—00 2

7t|al.

Corrigé : D’apres 'indication et le théoréme de Fubini pour les fonctions positives (1 —cos(x) > o pour x € R), on

RE[|Z]] = ]EU_OO L“Z”dt] _ fm 1-Efcos(zt)] ;,

2 2

—00




Donc

 E X-Y)t)- X+Y)t
nE[|X +Y]|-|X-Y|] = [cos(( ) )t2 cos((X+ Y)1)]
J -0
("> E[2sin(X¢t)sin(Yt)]
= 2 dt
J -0
(00 . .
= ﬂE[Sm(XtZlIE[Sm(Yt)] dt (car X et Y sont indépendantes)
J -0
(0 ; 2
= M dt (car X et Y ont méme loi)
J -0

chercice 14. (Méme loi ou pas méme loi?) Soient X, Y et Z des variables aléatoires réelles définies sur un méme espace
de probabilité.

(1) On suppose que IP(X =Y) = 1. Montrer que X et Y ont la méme loi. Montrer que la réciproque est fausse.
(2) On suppose que X et Y ont la méme loi.
(a) Soit f : IR — R une fon&tion mesurable. Montrer que les variables aléatoires f(X) et f(Y) ont la méme loi.

(b) Montrer que les variables aléatoires XZ et YZ n’ont pas nécessairement la méme loi.

Corrigé :

1. SiP(X =Y) =1, alors pour toute fon&tion continue bornée i : R — R on a I’égalité P (h(X)—-h(Y)=0) =1 et
donc E[h(X)-h(Y)] = o, de sorte que E[h(X)] = E[h(Y)], ce qui montre que X et Y ont la méme loi.
La réciproque eét fausse. Considérons une variable aléatoire X de loi normale A (o,1) (c’e$t-a-dire de densité

N e par rapport a la mesure de Lebesgue). Posons Y = —X. Alors Y e$t une variable aléatoire X de loi
normale A (o,1). En effet soit ¢ : R — R une fonction continue bornée. Alors

+0o +00
Bler)]= [ stne2dx= | gtme
Donc X et Y ont la méme loi mais ne sont pas égales avec probabilité 1.

2. (a) Pour toute fonction continue bornée h: R — R, la fon¢tion /o f e§t mesurable bornée. Comme X et Y ont
la méme loi, on a

Elho f(X)] = Lh(f(x))ll’x(dx) - Lh(f(x»n)y(dx) = E[ho f(Y)],

ce qui montre que f(X) et f(Y) ont la méme loi.

(b) On reprend les variables X et Y de la question 1. Soit Z = X. Alors XZ = X* et YZ = —X>. La loi de X* eét
une mesure de probabilité sur IR, (différente de la mesure de Dirac en o §,) et la loi de —X? e$§t une mesure
de probabilité sur R_ donc XZ et YZ n’ont pas la méme loi.

Exercice 15. (Indépendance) Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de densités respectives fx
et fy. Soit F: R*> - R, une fon&ion mesurable. Montrer que E[F(X,Y)] = E[G(Y)] ou G et la fon&tion définie par
G(y) = E[F(X,y)] pour tout y € R.



Corrigé : Tout d’abord, d’apres la formule de transfert :

E[F(X,y)] = deF(x:y)fx(x)~

Ensuite, comme X et Y sont indépendantes, (X, Y) e§t & densité et a fx y(x,y) = fx(x)fy(y) pour densité. Donc, d’apres
la formule de transfert et le théoréme de Fubini :

E[F(X,Y)] LfodyP(x,wa(x)fY(y)

j deY(P)(J dxF(x,y)fX(x))
R R

fmdyfy(y)G(y)
- E[G(Y)]

ou la derniére égalité provient du théoréme de transfert.
Ainsi, lorsqu’on calcule des espérances faisant intervenir des variables aléatoires indépendantes, on peut faire
l'espérance < par rapport a I'une des variables > en faisant comme si les autres étaient des quantités non aléatoires,

puis en faisant I’'espérance par rapport a une autre variable, et ainsi de suite. O

f?(ercice 16. (Permutations aléatoires) Soient (X;),<;<, des variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi.

On suppose qu’elles sont a densité.
(1) Montrer que lP(Hi,j ef1,2,...,n}rizjetX; :Xj) =o.
(2) Montrer qu’il exi$te une permutation aléatoire o telle que ]P(Xa(l) << XU(H)) =1 et que la loi de ¢ est uniforme

sur I’ensemble des permutations de {1,2,...,n}.

Corrigé :
(1) Ona
P(3i,j€{1,2,...,n)1i%jet X; = X;) < Z P(X; = X;).

Or, d’apreés le théoréme de transfert,

P(X; = X;) E[lx,x,]

f dxydxy -+ dxy f (6 f (52) -+ F (0 Ly, x
IRV’

]

[ i,

[arsor [ ay

O.

D’ou le résultat.

(2) Soit A I'événement {Vi,j € {1,2,...,n}: ona X; # X; sii# j}, de sorte que IP(A) = 1 par la premiere question.
Sur I’événement A (c’e$t-a-dire si w € A), les nombres X, ..., X,, peuvent étre rangés dans un ordre $§trictement
croissant. On peut donc définir o de sorte que X;(;) <:+- < X;(y) lorsque w € A. Si w # A, on définit 0 comme
étant égal a I'identité, de sorte que o e$t bien définie sur () tout entier. Comme IP(K) =o,ona

P(Xo(1) <+ < Xo(n) = P({Xo() <+ < Xom) NA) =P(A) =1




car par con$truction les événements {X;(;) <+ < Xy(,)} N A et A sont égaux.

Remarque. 0 dépend de w, mais comme d’habitude en théorie des probabilités on n’écrit pas explicitement
cette dépendance. Par ailleurs, le point un peu délicat e§t qu’il faut définir sur o sur Q tout entier, car une
variable e$t par définition une application définie sur Q) tout entier. C’e§t pour cela qu’il a fallu définir o
d’une part sur A, et d’autre par sur le complémentaire de A.

Soit maintenant 7 une permutation fixée de {1, 2,...,n}. Alors
P(Xe(a) <+ < Xegn)) = P(X; <+ < X,).

Ceci provient simplement du théoréme de transfert et du fait que le produit f(x,)--- f(x,) ne change pas si on

permute x,,...,X,. Ainsi, la probabilité
]P(O" = T) = ]P(XT(1) <eee <X’[(n))

ne dépend pas de la permutation 7. La permutation aléatoire ¢ suit donc la loi uniforme sur les permutations
de {1,2,...,n}.

Exercice 17. (Sommes d’Erdés : exercice a 500 dollars) Pour tout entier n > 1, on note f(n) le plus grand entier k > 1
tel qu’il exiSte des entiers distin&ts x,,...,x; € {1,2,...,n} tels que les sommes qu’on puisse former en utilisant ces entiers
(chacun étant utilisé au plus une seule fois) soient toutes différentes (on considere que x; tout seul e$t une somme).

Par exemple, f(4) > 3, car en choisissant 1,2, 4, les sommes qu’on peut former sont 1,2,4,1+2,1+4,2+4,1+2+4 qui
sont toutes différentes. Par ailleurs, il e$t clair que f(4) < 4 et que f(4) = 4 n’est pas possible. En effet, si f(4) = 4, on doit
choisir les entiers 1,2, 3, 4 et les deux sommes 1 + 2 = 3 sont les mémes. Ainsi, f(4) = 3.

Erd6s a conjeturé qu’il exiSte une constante C > o telle que

pour tout entier n > 1, f(n)<In,(n)+C (ot In,(x) = ——
et a offert 500 dollars & la premiére preuve correcte. Cette conjecture n’a pas encore été prouvée (ou réfutée). Le but de
cet exercice e$t de démontrer que f(n) <1In,(n) + > In,(In,(n)) + C en utilisant des outils probabilistes.
(1) Montrer que f(n) > 1+ [In,(n)] (ou | x] désigne la partie entiére de x).

On fixe maintenant n > 2 et on considére x,,..., x; € {1,2,...,n} tels que les sommes qu’on puisse former en utilisant ces
entiers soient toutes différentes. On va montrer I'existence de C (indépendant de n) tel que k <In, (1) + 3 In,(In,(n)) + C.
Pour cela, on considere des variables aléatoires B,,..., By indépendantes de méme loi Bernoulli de paramétre 1/2. On
pose X = B x, + -+ Byxx.

(2) Soit A > 1. En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que

P (X - E[X]| < AnVk/2) > 1 - %

(3) Montrer que pour tout entier x on a soit IP(X = x) = o, soit IP(X = x) = 27%. En remarquant qu’il y a au plus AnVk+1
entiers x tels que |x — E[X]| < AnVk/2, en déduire que

lP(lX -E[X]| < /\n\/E/z) <2 *AnvVk +1).

(4) Conclure en prenant A = /3.
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Corrigé :

(1) En prenant l'ensemble {2°,2',22,...,2("]} pour lequel les sommes sont toutes différentes, on voit que
f(n)=1+[In,(n)].

(2) Tout d’abord, comme la variance d’une somme de variables aléatoires indépendantes dans IL> e$t la somme

des variances, on a
k
1
Var(X) = foVar(Bi) = 4—

i=1 i=1

kn?

.

x; <

-

D’apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on en déduit que

Var(X) S 1

P(1X - E[X]| < AnVk/2) = 1—113(|X—1E[X]|zAn\/E/z)zl—/\211—2](/4 >1-15

(3) SixeZne peut pas s’écrire comme une somme a partir des (x;),<j<k, alors IP(X = x) = o. Si x € Z peut s’écrire
comme une somme des (X;);<;<k, alors par hypothése ce n’e§t possible que d’'une maniére x = Zi-‘ZI jix; avec
ji €{o,1}, et dans ce cas P(X = x) = P(B; = j; pour tout 1 <i < k) = < par indépendance de B,,..., B.
2

Ensuite, un intervalle ouvert de longueur u contient au plus u + 1 entiers. Ainsi,

P(IX - E[X]| < AnVk/2) = Y P(X = x) < > L.

k
xeZ:|x—E[X]|<AnVk/2 x€Z:|X-E[X]|<AnVk/2 2
Donc
IP(|X -E[X]| < /\n\@/z) <=2%AnVk+1)
(4) Ainsi,

1- % <2 *AnVk+1),
et en prenant A = /3 et en utilisant le fait que AnvVk +1 < 2AnVk, on obtient % < 2_k\/§n\/E et donc
k+1n,(——) <In, (1) + —In, (k)
3vV3 2
et donc (en réinjeétant et en utilisant le fait que k < n)

k+1n2(%) <lIn,(n)+ élnz In, () + élnz(k) —1n2(3%)) <In,(n)+ %mz (%lnz(n)).

Donc

k<ln,(n)+ éln2 (Iny(n)) +1n, (

vl

‘Exercice 18. (Théoréme 123). Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi. Démontrer
que
P(X-Y|<2)<3P(|X-Y|<1).

Corrigé : Ce n'est pas du tout facile! Voir http://www.math.tau.ac.il/~nogaa/PDFS/123.pdf O
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