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Corrigé des exercices non traités sur http: //www.normalesup.org/ ~kortchem/MAP311 un peu apres la PC.

1 Manipulations des concepts de base

Faercice 1. (oou1)

(1) Soient A et B deux événements tels que A C B. On suppose que IP(A) = 1; que dire de IP(B)?
EtsiIP(B) = o, que dire de IP(A)?

Soit (A;);>, une suite d’événements d’'un espace probabilisé (Q), 4, P).
(2) On suppose que IP(A;) = o pour tout i > 1. Montrer que IP(ﬂfilAi) =oet que IP(U;?;AI-) =o.

(3) On suppose que IP(A;) = 1 pour tout i > 1. Montrer que IP(U‘I?;Ai) =1 et que IP(O;?;AI-) =1.

Exercice 2. (Indépendances) Alix dispose de quatre livres, un livre de mathématiques, un livre de
biologie, un livre de chimie, et un livre mathématiques-biologie-chimie. Alix choisit au hasard, avec
la probabilité uniforme, un livre parmi les quatre. Notons M, B et C les événements < le livre choisi
traite notamment de mathématiques > (respetivement biologie, chimie). Les événements M, B et C

sont-ils indépendants ?

Z:zcercice 3. (Probabilités conditionnelles) Camille cherche un bicorne dans un meuble con§titué
de sept tiroirs. La probabilité qu’il soit effetivement dans ce meuble e$t p. Sachant que Camille a
examiné les six premiers tiroirs sans succes, quelle et la probabilité qu’il soit dans le septieme?

Exercice 4. (Cylindres) Sasha modélise des lancers d’une piéce comme suit. On pose Q = {0, 1} .
Un élément de Q) est donc une suite de o et de 1. Pour w = (w,),>; € Q on interpréte w; comme le
résultat du k-ieme lancer (1 pour pile, o pour face). Pour tout k > 1 et u,,...,u; € {o,1} on définit
I’ensemble

Cul,uz,...,uk = {(wn)n21 LWy = Uy, W = Ug) (1)
(1) Exprimer (par des unions, intersetions et complémentaires) les événements suivants en fonc-
tion d’ensembles de type (1) :
(a) B, : <on obtient pile pour la premiére fois au n-iéme lancer >
(b) A
(c) C:<onn'obtient jamais pile >
(d) D

Pour des questions, demande d’explications etc., n’hésitez pas a m’envoyer un mail.

: < le résultat du second lancer e$t pile >

, - <on obtient pile au moins deux fois au cours des n premiers lancers >
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On admet l'existence d’une plus petite tribu A contenant tous les ensembles de type (1) et
I’existence d’une probabilité P sur (Q,.4) telle que

1

H)(Cul,uz,.,.,uk) = ? (2)

(2) Calculer les probabilités des événements A, B,,, C, D,, précédents.

Remarque : On peut prouver que () n’est pas dénombrable, et qu’il n’existe pas de probabilité P
sur (Q,P(Q)) telle que (2) soit vérifiée pour tous les ensembles de type (1).

2 Lemmes de Borel-Cantelli

Fxercice 5. (Limite supérieure d’ensembles) Soit (A,),>, une suite d’événements d’un espace pro-
babilisable (Q,.A). On pose
J4,

nzp

limsup A, := ﬂ .

n—o0 p>1

(1) Que représente 1’événement limsup,,_, A,?

(2) Si A=IR, donner limsup,_, A, dans les trois cas suivants :
(a) A, =[-1/n,3+1/n]
(b) Ay =[-2-(-1)"2+(-1)"]

(c) A, =p,N,ou (p,),>, est la suite des nombres premiers et p,IN est I’ensemble des multiples

de p,,
(3) Comparer limsup,_, (A, UB,) et limsup,_, (A, NB,)avec limsup,_, A, etlimsup,_,_ B,.

(4) Que représente I’événement liminf, , A, = Ule (ﬂnzp An)?

Rappel des lemmes de Borel-Cantelli.

+ Premier lemme de Borel-Cantelli. Soit (QQ,.A,IP) un espace probabilité et (A,),>, une suite
d’événements. On suppose que ) ;> P(A,) < co. Alors IP(limsup,_,  A,) = o. En d’autres termes,

de maniére équivalente :
— presque sirement, A, nest réalisé qu'un nombre fini de fois;

— presque strement, A, n’est pas réalisé a partir d’un certain rang;

— avec probabilité o, A, et réalisé une infinité de fois.




+ Deuxieme lemme de Borel-Cantelli. Soit (Q,.4,P) un espace probabilité et (A,),>, une suite
d’événements indépendants. On suppose que ) ;> IP(A,) = co. Alors IP(limsup,,_,  A,) =1. En

d’autres termes, de maniére équivalente :
— presque stirement, A, e$t réalisé une infinité de fois.

— avec probabilité o, A,, n’e$t pas réalisé a partir d’un certain rang.

Z?Cercice 6. (Marche aléatoire vue de 'origine) Soit (Y,),>, une suite de variables aléatoires de
Bernoulli indépendantes définies sur (Q,.A,IP) telles que P(Y, = 1) = p et P(Y, = —1) = 1 — p avec
o<p<1etp=1/2.On considere la marche aléatoire Z,, =Y, + Y, +---+ Y, (avec Z, = 0). On note

=o}.

Que représente I’événement limsup,,_,  A,?

(1

(2) Montrer que P(limsup,_, . A;) = o.

={Z,
)
)
)

(3) Lorsque p = 1/2, on peut montrer en utilisant la formule de Stirling que

1
1P(Z2n = O) n:oo \/ﬁ

Peut-on en déduire dire¢tement que P(limsup, , A,) =17

3 Exercice a chercher pour le lundi 24 avril

‘Exercice 7. (Un contre-exemple?) Soit X une variable aléatoire géométrique de parametre 1/2.
Pour n > 1, on considere 1’évenement A, = {X > In(n)/In(2)}. Montrer que ) ,.,IP(A,) = co et que

IP(limsup,,_, ., A,;) = o. Commenter.

4 Plus appliqué
Exercice 8. (Un petit calcul) Combien de fois faut-il, en moyenne, lancer une piece en l'air pour
observer une suite d’'un nombre impair de piles, suivi d’un face?

Exercice 9. (Temps d’attente) Anne retourne une a une les cartes d’un jeu de 52 cartes bien mélangé,

posé face caché sur une table, jusqu’a trouver un as. Combien de cartes aura-t-on vu en moyenne ?

‘Exercice 10. (Piles consécutifs) Andrea lance une infinité de fois une piéce équilibrée. Pour 1 > 1,
on note L, 1a plus longue séquence de < piles > consécutifs dans les n premiers lancers. Le but de cet

exercice e$t d’étudier le comportement de L,, quand #n — oco. Par exemple :
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Pour modéliser ce probléme, Andrea considere X,,X,,... des variables aléatoires indépendantes et
de méme loi telles que P(X, = 1) = P(X; = 0) = 1/2. Posons :

L, :=max{k > 1; il existe i <n—k tel que X;;; =--- = Xj,r = 1}.
(1) Montrer que pour tout j € {1,...,n}onaP(L, >j) < ”_;1 < 2—”]

j)tﬂ/ﬂ.

(3) Trouver une suite (a,) de nombre réels positifs tels que pour tout € €]o,1[, on a

(2) Montrer que pour tout j € {1,...,njonaP(L, <j) < (1 -

L
1P(1—€<—"<1+€) — 1.

a?’l n—o00
(4) Montrer que pour tout € €lo,1[, on a IP(% > 1 —¢€, a partir d’un certain rang ) = 1. Montrer
que pour tout € €]o,1[, on a IP(I;—Z <1+e¢€, a partir d’un certain rang ) =1.

(5) En déduire que IP(IL;—Z — 1 lorsque n — oo) = 1. Autrement dit, presque srement, IL;—Z converge

vers 1.

5 Pour aller plus loin

f?(ercice 11. (Approximation diophantienne et Borel-Cantelli) On admet l'exiStence d’une tribu
A sur [0, 1] contenant tous les intervalles inclus dans [o, 1] (c’e$t la tribu borélienne) et d’'une mesure
de probabilité IP sur ([o,1],.A) telle que IP([a,b]) = b —a pour tous 0 < a < b < 1 (c’e$t la mesure de
Lebesgue).

(1) Soit € > o fixé. Montrer que

X__

q

Ainsi, < presque tout > x est < mal approchable par des rationnels a l'ordre 2 + € ».

p 1
< q2+e }) =0.

IP({x € [0,1]: 3 un nombre infini de rationnels p/gq avec pgcd(p,q) = 1 tq

Indication. Pour tout q > 1, on pourra considérer

q

q
p 1 p 1
A, =o,1]N ———,—+—l.
61 pL:J) q q2+€ q 2+€

(2) Montrer que

x__

i)

H’({x € [0,1]: 3 un nombre infini de rationnels p/q avec pgcd(p,q) = 1 tq

Ainsi, < presque tout > x est < bien approchable par des rationnels a 'ordre 2 =.
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