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REMARQUEs. — a) T est inclus dans T, mais la réciproque est inexacte

car le polynéme mz (X j—X) est un polynéme alterné sans étre un poly-
1%i<jsn

nome symeétrique lorsque K est de caractéristique différente de 2.

b) Pour qu’un polynéme P appartienne 2 Te. il faut et il suffit que pour

toute transposition t de &, on ait 7(P) = P (en effet ®, est engendré par
I’ensemble des transpositions).

6.10. POLYNOMES SYMETRIQUES

6.10.1. Polyndmes invariants par un sous groupe G du groupe 6,

Cette étude utilise la définition d’un groupe opérant sur un ensemble
(2.5.1, 1°).
1° PROPOSITION. — Etant donné un élément ¢ du groupe &Em:.m.._:m
de degré n, &, Dapplication de AlX,, ...,,X,] dans A[X,, ..., \NL .a:- w
tout polynéme P fait correspondre le polynome noté o(P) défini par . .. .
a(P) (Xys ooy X)) = P(Xo(1y -oor Xo(my) €St uR automorphisme d’algebre. - u_ THEOREME wa.cmmz_doz. — Dans A[X,, .., X,] les n polynbmes
L’application qui 4 tout couple (o, P) constitué d’un €lément de ®, et d’un i Ly, (1 < p < n) définis par :
polynéme de A[ X, ..., X,] fait correspondre le polynome a( P) est une opération
du groupe &, sur A[ X}, ..., X,]. Enfin st P est p-homogéne, o( P) est ﬁ.r_chuw_.m.
Le polyndme o(P) est obtenu en substituant aux » indéterminées
N#u ey RI les n HUO—U\HH@EOM sﬂ\ﬂa 1)r =+ kﬁanw.

6.10.2. Polynomes symétriques élémentaires

Mﬁ ~— M Nmr-.NmH |

1€i<...<ip€n |

sont symétriques et portent le nom de polyndmes symétriques &lémentaires.

. : . - . o Soit P le polynome de A[X,, ..., X,, Y] :
Si P= Y aXt..X;, alors o(P)= M..EN&:.: i)

fe N" le N

P =] (¥-X) i

On vérifie en utilisant 6.7.70 : {=1

o(P+ Q) = o(P) + o(Q), o(aP) = ac(P), Par récurrence sur I’entier n on prouve :

o(P- Q) = o(P)-o(Q) o(l) = 1.

ce qui montre que l'application (P)+—— o(P) est un endomorphisme de
A-algébre. La vérification du caractére bijectif est immeédiate.

D’autre part, étant donnés deux éléments ¢ et  de &, et un polynome P :

P=Y"+ ) (-1’Z, Y"P

p=1

Or pour toute permutation ¢ € ®, on a manifesterent :

[T (Y=X.0) = [] (T—X)

i=1 =1

.ﬂ—uo.cuvu = ﬂ_”mUALNnAC-...J Nn?bu = .mvﬁknnn:u- .....?Nuoq_n:vv

donc t[a(P)] = (x 0 ) (P). |
Enfin si e est I’identité de &,, e(P) = P, ce qui montre que &, opere

sur A _HN:_ coey M.\L_. |
La derniére propriété est immédiate. g

(commutativité du m..aomcmm dans A[X,, ..., X,, Y)).
On en déduit o(X) = X, pour 1 <p<n L

Notons que X, = X, +..+ X, que £, = X,...X, et que L est la somme

de C7 mondmes. Par abus, afin d’éviter des indexations assez lourdes, nous
noterons, toutes les fois que le contexte sera sans ambiguité :

" 92° DEFNITION. — Etant donné un sous-groupe G de &,, un polyndme P de j
A[ X, ..., X,] est dit invariant par G si pour tout élément ¢ de G, on a2 o(P) = P. §
L’ensemble des polyndmes invariants par G est noté &g ; c’est manifeste- 3§
ment une sous-algébre de A[X,, ..., X,]. En particulier nous avons les deux}
sous-algébres T, algébre des polynémes alternés (invariants par le mnoduwo..___wm._.
alterné), T. - algébre des polynomes symétriques (invariants par Ie groupe ;

1 H

symétrique ®,).

XX, ...X;  au lieu de ) X .. X, .
1€ <. <ipsn |
EXEMPLE : LX . X; est le polyndme X, = ) XX,

1Ri<jgnm

F Remarquons aussi que X, est p-homogéne et que le degré partiel de z,
§ Ppar rapport 4 chaque indéterminée’ est 1.

-
..|.I. -
4 L
. B L
+ S _ _
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2° Poids d’un monéme, d’un polynéme de A [Y;, ..., Y,].— DEFINITION.

k= pn
— On appelle poids du mondme Y7...Y" Pentier ¥ ki,.
k=1
Mm Hv“ M nﬂn*“.u.:uﬂ"!
ie N»

n’est pas nul Pensemble :

%3 eN|FieN" (a, #0) A Aymaw# = va

k=1
des poids des mondmes Y'...Y," tels que le coefficient g, appartienne an support
de P, admet un plus grand élément qui est dit poids du polynéme P et noté n(P).
Si P est nul, on convient n(P) = — co.
La famille {i e N" | a; # 0} est en effet finie et non vide ce qui assure
Pexistence de n(P) lorsque P est non nul. n

~ PROPOSITION. — SiPeA[Y,, ..., Y,] estde poids n(P), alors P(Z,, ..., T),
polynéme de A[X,, ..., X,] obtenu par substitution des » polyndmes X,, ..., X
aux 7 indéterminées Y, ..., Y,, est de degré au plus n(P).

En effet si Y{...Y} est de poids p, (£))"...(Z,)" est manifestement p-homo-
gene par application de 6.7.8, 2°. ]

3° Ordre d’un polynéme symétriqgue. — THEOREME ET DEFINITION. — 4
Soit P un polynéme symétrique de A[X,,..., X.]: P a méme degré partiel 3
par rapport i chaque indéterminée. Ce degré partiel s’appelle ordre de P et §
Qﬁn. noté QUAN_- v. - i

S1 P = 0 le résultat est évident. Soit P £ 0 ; S1 p; = degy (P), P contient

un monome a,X7'...X7" avec g, # 0. En utilisant la transposition 7 = (1, i)
on constate que P contient le monéme : 3

a,X{'.. X%, donc degy, (P) > degy, (P).
Une démonstration analogue montre : degy. (P) > degy (P). n

PROPOSITION. — Si Pe A[Y), .., ¥,] est de degré k, le polyndme }
symétrique P(T,, ..., Z,) de A[X|, .., X,] est d’ordre au plus k. .
La vérification de cette propriété est immédiate. N

6.10.3. Structure des polynémes symetriques

1° Nous aurons A utiliser :

LEMME. — Soit P € A[X), ..., X,] tel qu’en substituant 0 & I’me quel- §
conque des indéterminées dams P(X,, ..., X.) on obtienne le polyndme mal. 3

Alors P est divisible par X, = X, .. X.
Posons : P= Y gXx%. X"
ieN®

symétrique de A[X,,
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A tout k € N, associons I’ensemble I, des n-uples i = (i,, ..., i,) de N*
tels que i, = 0. On a I’égalité de polyndmes :

.MUAN..—.: ceny Nklhu Qu .Hh._.uu veoy NIV = M nﬂnNmM-:NMEIIM Mx.ﬂ..——:.khl

felx

La nullit¢ du polynéme P(Xyy ey X4m1,0, Xpp4, ..., X,) exige

Viel, a = 0.

En faisant successivement k =1, ..., k = n, on en déduit que g, est

nul pour tout n-uplet i dont I’un des éléments est nul. Autrement dit g, # 0
exige i € (N*)" et on peut é&crire :

.mu — M thmM.:.N“I — HM...NHA

Xy Xyt
e &y ). aX; Xs ) .

fe(N*)~

THEOREME I — A tout polynéme P e AlX,, ..., X,] symétrique de degré D,
on peut associer un polyndme Q € A[Y,, ..., Y,] de poids inférieur ou égal
W D HO— ﬂg Mwﬁkﬂu seey Hlv = DAM..: sang Mlv.. _hm__ _‘_f "m-m._._...ﬁ__.,._._“_..._ .. v

J_-_...I.

Eliminons le cas du polynéme P = 0, auquel on peut associer le poly-

néme Q = 0. Il s’agit donc de vérifier une assertion de la forme &, s avec
n€N* et peN. Nous allons utiliser une double récurrence.

® A, , est vraie pour tout p: i tout polyndéme P(X,) on peut associer
o(Y,) = P(X,).

® Ayant fixé n, tel que n > 2, Supposons que £,_, ~ est vraie pour tout

p €N et démontrons, par récurrence sur p, que A, _ est vraie pour tout
p e N.

~— K, o est évidlemment vraie.

— Supposons £, , vérifiée pour tout k < p et soit P un polynéme
.esy X,] de degré p.

Notons pour g tel que 1 < g < n— 1, (Z,)o le polynéme obtenu en substi-

tuant 0 a X, dans X . Le lecteur vérifiera sans difficulté, par exemple en utilisant

_-z_ (Y—-X), que ( Lo n’est autre que le g-i¢me polyndéme symétrique élé-
[ mentaire de A[X,, ..., X,_,]. Considérons alors P(Xy, ..., Xouy,0); il est
f manifestement symétrique, de degré au plus p. En utilisant 4, _,

. .MVAH: ooy kﬂ..-l uu@v = QuAAMuvou sony AMII uvov

l.ll-

ot 0, ed[Y 15 s Yp_1] est de poids au plus p. Posons :

Pi(Xyy s X) = P(Xyy . X) — O((Zy, o Bu ).

- —

-% ™™ Ilj
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n 22 etsoit Q un polyndme de A[Y,,..., Y,] tel que Q(X;,...,2X)=0
Q s’écrit :

w2

Le polynéme P,, manifestement symétrique, est de degré au plus p
(proposition 6.10.2, 2°) ; or par construction P,(X,,..., X,_,0) =0 et,
puisque P, est symétrique, pour tout k¥ de N, :

MUHAM.\hu ceey Hkluu ou N._—..u nesy .M\:v — 0..
D’apres le lemme il existe P, de A[X,, ..., X,] tel que:
.MUH_.AN“: ceey M\.—V o MI.MUNAN‘Hu cesy H‘:v.
P, et Z_ sont symétriques ; soit o un élément de &,,ona : *
MI.AN.'MAN”- vony .N\Iv — MUNAN.QA“_.Y “eey Nﬁnauvv — O-
On en déduit sans aucune hypothése sur 4 :

Py(X15 o0y X)) — P X1y ves Xo(my)

De plus on constate : deg(P,) < p—n.
Ainsi P, est symétrique, de degré k tel que k < p; appliquons 3 P,
’hypothése de récurrence :

.MUNAM.\..: aney H:V == QNAM“: veay MIV
ou Q,e A[Y,, ..., Y,] et ou O, est de poids au plus p—n. Il vient :
P(Xyy 00 X)) = Qi(Zyy eoes Zpey) + Z,°0,(Z4, ooy B).

Le polynéme Q,(Y,, vy Y,-1) + Y,0,(Y,, ..., Y,) est de poids au plus
p et répond manifestement a la question. 04

[

Q = M @h\"

ke N

e o r— L R
r P N

avec Q, € A[Y,, ..., Y,_,]
'Si Q est non nul il existe un plus petit entier /, tel que O, # 0.

0, ... ) =) M Qu(Zy, .., 2, ) )

k=1

F PP -

e g gl e g

La nullité de ce polyndme implique (sans hypothése sur 4) : | |
Y Qi s Tymy) B = 0

kK> _
En substituant 0 & X, on obtient :

QRAMDE sy AM.... bov =0 .

qui entraine d’aprés ’hypothése de récurrence Q, = 0. Ainsi I’hypothése O = 0
est absurde. [

0.

T T e

Existence de Q. — D’aprés le théoréme I, il existe un polynéme QO de
poids au plus p, de degré au plus w répondant i la question. Mais si p’ et o'
sont le poids et le degré de Q on sait que le degré de P est alors au plus p’
et son ordre au plus o’ (6.10.2,2° et 6.10.2,3%. Il en résulte p = p et

w=0ao. .

P g e " s .
I----I N - .u . . :|:‘_ " ‘; . . . -~ ¥
Jod E'i.-ﬁi\.h;rm__;.ﬂ-h; T -l .

szwwocm. — m.w_.ﬁ Qe AlY,, ..., Y,]. En désignant par Q, la somme
des mondémes de poids k, on peut écrire Q= ) Qo O, est soit nul,
soit de poids k. Il en résulte : ha

@AM:. vecy M:v = M QwﬁMf “rey M....v.

keN

REMARQUE. — On peut méme ajouter dans ce théoréme que Q est a?
degré inférieur ou égal A 'ordre w(P) de P. En effet en rajoutant cette E.o.
priété a l’assertion 4, , et en reprenant la démonstration par récurrence 3§
on constate successivement :

— P(Xy, ooy Xy 1,0) est d’ordre au plus w(P) donc Q, est de anm_.mm__
au plus o P). . -

— P, est d’ordre au plus w(P).

< -

F.W__HM”_N_.Q%.M 15 -3 ,) €St un polynéme k-homogéne. Il en résulte (unicité-de la décom-
¥ position en polynémes homogénes) que Q,(X,, ..., 2,) est la composante de
¥ P sur M, (6.7.8, 3°). En particulier si P est p-homogéne, tous les mondmes
f: de Q ont pour poids p. |

=¥ E3 - - -
; -
o - - = - — - .

. - . .
kL P v e e s R O

. - - . i,
. - n r = A R PR, ¥ Tm M A

J——
e . - v
] - - " - 1= Y

— P, est d’ordre au plus w(P)—1 donc Q, est de degré au plus w(P)—13 i ) h
et donc Q-est de degré an plus w(P). . 6.10.4. Détermination pratique du polynome Q satisfaisant 3
w_w__:k 15 ey Xu) = Q(Z4, ..., Z,), P étant symeétrique |
2° THEOREME II. — Soit P un polyndme symétrique de A[X,, ..., X} _
de degré p et d’ordre . Il existe un unique polyndme Q de A[Y,, ...; Y.] tel que} | P étant un polyndme symétrique de A[X,, ..., X.}, pour déterminer 0
P(Xy, .., X) = QE,, ..., Z,). Ce polyndme Q est de poids p et de degré v:% §- 00 peut procéder par identification ou par I'utilisation des formules de et
 Newton (que I’on verra en 6.10.5) ; cependant il existe un procédé systéma- mﬁ

Unicité¢ de Q. — 1l suffit de démontrer que si Q est un polyndme de; f tique de détermination de Q que nous allons exposer sur un polynéme P _l
AlY,, .., Y,] tel que Q(%,, ..., ) = 0 alors Q = 0. | E E non nul, symétrique et homogéne. povR !
Démontrons ce résultat par récurrence sur n. Le résultat est WBEm&uﬁ L,
pour n = 1 puisque X, = X,. Supposons le résultat établi pour n—1 avec; P = EM aXy.. . Xy
T =p




S 1—h
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IN" étant totalement ordonné par I’ordre lexicographique désignons par k
le n-uplet le plus grand tel que a; # 0 (nous dirons que k est le degré de P
pour I’ordre lexicographique de N*). Nécessairement si k = (k, ..., k) nous
avons les inégalités : k, > k, > ... = k_; en effet dans le cas contraire s’il
existait k; < k;;4, la transposition (i, i+1) montrerait 1’existence dans P

du mondme a,X§' .. X} uu X15 ... X5 avec a, # 0.

Or (ks ..es ki4 15 kg5 ..., k,) est un n-uplet strictement supérieur 3 k ce
qui est absurde.

Formons alors :

P—a, () TR E) L B ) T ()

Cette différence a pour expression : - X2 _ 2
_11“.:&- _Nﬁﬂn 2(Z,)".

. . . !
| m._.anw.nu I nuu._.oﬁ“ou . _Mu e XiX,;X,, son mondme de plus haut degré (pour I'ordre
lexicographique) est X7X,X,, retranchons £,E, : on obtient - LX/X, X, -Z,Z, = —4Z,.
Ainsi M .NWN._‘ = AM-..VHMMI.NAM&VM'M—M“.T&M&.

v} |

"EXEMPLE 3. — Dans A[X,, .., X,] avec n > 4, expression de Y XIXx3.

- 1Ki<je&n
whﬂanaﬁoﬂ_nu_nuwnﬁaon_.mnﬂNmkw.wnﬁmnn_.aﬁaoun ﬁtu.

M HWN.W..IAMHVN = I_.G M N-k&*ﬁk—'” M NWR&RH.

[ ] -..“. -

1€i<jgn f<cjefk<} Evjainka j<k
On vérifie que : En utilisant le calcul fait dans I'exemple 2 : Y X2x2 - (Z,) — 25,5, + 23
X .. I15i<jgn / 2 13 4-
— ce polyndme est symétrique, homogeéne ;
— le mondéme a, X7}'...X}" ne figure plus dans ce polyndme ; . 6.10.5. Formules de Newton N

+ - h... - y ) ’ -
C e __......,.L._,.vﬂrnh1 S Ry P L IRE - {.

— ce polyndme est nul ou de degré pour I'ordre _nﬁoom_,mﬁ_ﬁ.nﬂn de

IN* strictement inférieur & k. Etant donné un polyndme symétrique P, la détermination du polynome Q tel que

P(Xys oy X)) = Q(Z, ..., L,) n’est pas toujours aussi simple que dans les exemples précédents,

S’il est nul le probléme est terminé, dans le cas contraire on recommence en particulier lorsque le degré du polyndme P est élevé. Aussi utilise-t-on souvent comme jnter-

I’opération précédente et il est manifeste qu’en un nombre fini d’opérations am&»_w.g dans les calculs la famille de polyndmes symétriques et homogenes (S,), .  définis par
le polyndme trouvé est nul puisque la suite des degrés pour 1’ordre lexico- 4 E S.= )Y X!;remarquons que S, = n,etque S, = T
graphique décroit strictement. p=0 oo

REMARQUE. — Il est parfois prudent, pour éviter des erreurs, de 88@8—.
le nombre de mondmes intervenant dans chaque membre d’une égalité ; cela
peut permettre d’éviter I’oubli de certains coefficients multiplicatifs qui peuvent 3

d s ey Xo), OU A
- est un anmeau commutatif, vérifient les relations Eﬁﬂ“ﬂuﬁ (Sr ¢ v de A[X, ]

i)poor 1l <k <n:

| Si— LSy + LpSioat .+ (=1) LSt (~1}" LS+ (—-1)k 2, = 0.
EXEMPLE 1. — Exprimer dans A{X,, X,, X,), P= Y XiX ; @& l'aide des polynomes i§
symétriques élémentaires L,, Z,, I,. Y, -

Procédons par identification. P est de degré 3, d’ordre 2 donc Q est de poids 3, de degré 2,
L’équation |

iiypour k 2 n :

H
-

Se=Zy SemrF ot (=1 LSyt e+ (= 1)V X, S uy (+(=1) LS, = O,

Ces relations portent le nom de formules de Newton.

-.un_-Nu..u..._..un-u =3
31 Rappelons tout d'abord que dans A[X,,

-
- e
e,
....r...l.. L: 1 :'*_..
4 -. .I- .

e
a pour solutions (0, 0, 1), (1, 1, 0), (3, 0, 0) ce qui conduit aux monémes Y, Y, Y,, Y3; Y; nﬁ
a Eliminer pour des questions de degré. Ainsi Q(Y,, Y,, Y3) = aY,Y,+BY, ct donc :

Y, XX, = aE,E, 4%, (a B)e A

= s Xg Y], annean des polyndmes a (n+1)
En_m_ﬁ_.u:uma sur 4, le polynéme P = [] (Y-X) a pour expression :

i=1

T

i# J WMM R

En substituant 0 & X, il vient « = 1. | 3 - P=Y4+ __.M_ (=1L, Y"" (610219

Si I’on donne 4 X,, X,, X, les trois valeurs égales 1, il vient f§ = —3 :
| . o . . 0P & P
donc | 3 XiX, = 5,2~ 3%, A g D Onpeutéenire; 55 = 3 (y—x °n remarquant qu'il s'agit ici d"une égalité de poly-

| . 4 g . :
EXeMPLE 2. — Dans A[X,, ..., X,] avec n > 4, expression de P = ) ka... ._@Ena A_m notation Y - X, est plus simple que I.L.— C‘.l.ﬁvv.
i % J q mAi%j

Le mondme de plus haut degré pour I’ordre lexicographique de N® est X3 X ,. D’autre part, en utilisant Pexpression de P :

oP YU
=7 = nY"" '+ ¥ (=1 (n-p)Z, ¥ "L,

r=1i

. 2
Formons wlg.vh MN = M NWH&IAM k_v M H-NkV-
i=1 <J

ivj

-.‘E'I_-\f'*

. -I---;--!-'H
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