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Cours 9 :Théorie générale des équation différentielles
Plan : 1) Problème de Couchy

2) Existence et unicité
3) Equation dorben

1) Problème de laucby
On comidève le système cit) = f(t , x(t) , appelé problème de Cauchy, dont les domée

(Eulto
= So

sout : (1) Un ensemble owertWC Rx
*

(2) une application continue 8 : -M
(3) In couple (to

,
16/EU.

Samant u est de la forma W = 5 XM on JCH et un intervalle auvent etrcrest un ouvert.

Remarque is s'agit en fait d'un système d'équations : si ou note = (x, --

, (n) et

8 = 18..., ful ,
alors silt =flt, Il El x= (t) = S (t ,

04(H..., en(t))
:

xn(t) = Sn(t
, x,(t),..., xn(t))

Définition une solution de ce problème de Couchy entre fonction dérivable u : IER ta :
-

(1) E esten intervalle von vide de R
,

to EF et ulto) = Co

(2) FEI
,
It

,Mer

(3) F +El
, n'(t) = flt, u(t))

Aimi
,

une solution est donc en fait un ple In ,
I) : l'intervalle de définitionI fait

partie des inconnus .

Remaque fétent supposée continue, toute solution est c'

-



Le problème de Cauchy peut se récaire sous foune intégrale :

Proposition Sort I #o un intervallede et u :-R ty FEI , (t, MelzW. Alors en est solution da

problème de Cauchy (5) sei u : -Rest continue et vérifie
V+-I

,
u(t)= vo +Sagis, ecs) de

Par wetsuhn,intgre
et en

Par continuité de 8
,
the 1 +Sifis,

McI1 de et dévivable (même (2), de

dérivée 81t, well ,
d'oi le résultat

&

Exemples : · So) = f(t)
,

U = IXR
x(fd) = Co

1 f ne dépend que def) : il ya une unique solution qui ent alt=
o

+si des

-
·

pi
= ~merc

,
o ,

V = Rx

El uly a pas
unicité : x(t)= 0 et x(t)=E10 sont solution

2)Existence et unicité

L'objectif des EDO est de modéliser da processus physiques qui sont soment déterministes :

si on convoit la dynamique d'un système et une condition initiale à +-to , alors l'évolution de e

système et enique pour t,
to

.
Cette notion de déterminisme se traduit en tunes mathémati

ques per elexistence et unicité de solutions , qu'est donc une recessité pour un modile

réaliste
.

Pour l'unicité, à fancha des conditions supplémentaires (of exemple ci-dessus
Pour l'existence

,
le forme xt) =f(GxE)) ares f continue et importante



En effet , par exemple :

· [Clt) ++ =0 vapar de solutions. En effet, si or avait une solution
,

x(0) =0

on aurit So scsd +E 0 et done 0 tet
,
obsade

· l'hypothèse de continuité et importante : ouverifie que

E c(t)= - H((t)) avec H= &Signe() sixfo
O Sic =o

4(to) =o

na pes de solution .

Définition Soit WCRXRovert et f: U +> R continue
. Ordit que fat

ami-lipschitzierna si FLtacdEU
,

- J intervalle avect contenant to
,
N voisinage

ouvertde to 5 XWCW
,

7 Lo to
Vtes

,
V

, geN,
1181t, - 81t, y//l = (1k-yll

Ci
. e f et localement lipschitz par rapportà la seconde voitable demanière uniforme en la

première)

Con rappelle quen dimension finie les normessont équivalenten : on peutchoisir la norme qu'onvent nu An)

Proposition Soit f : U+ R" de classe Ch avec WC RXR" ouat . Alors f est seri-

lipschitziene
Pour démontrer cele

, on utilisera le résultat suivant :

Theorème de la moyenne
Soier ach dan R

, 8 : ta,b)-R , g : te
,

63-R continua
,
dérivables sou 30,

bl telles

que 118" 11 g(t) VteJaht.

Alors 118(b)-8(a) /1 =g(b) - g(a)

Dans le suite on utilisa lanotation B(x,
1) = EycE : d(, y) =1) pour la

boule fame
de royons et de centre se dans unesparmétrique (E

, a)



Prene
-
> Soit (to

, olEW. Soit so by [to -3
, tote] x5(10

,2) <W .

Comme &et c1
,

7 M30 to III DSIIIIM sur [to-E
, tote]x (40

,E)

Soit telto-E
,
to +E)

,
<1

, y E B(
, a) .

S

Posons : 0
, 13-> He

S +- f(t
, Sy +(1-S)x)

Alors yet Cet ce(s)= D8c
,syncrsa)

(10 , x -2)

Aiuni
, 114Cs)11 - MIK-y11 .

Donc d'aprinte thu de la mogene
118(t,2) - 814,y(11 = 11y(1) -+(011 -> MIk-y11 .

-

Théorème (Cauchy-Lipschitz . existence et unicité locale)
Soit ↓ CRXR" ouvert etf : Utr continue

, semi-lipschitziene .

Soit Ho
, vol EW

, y , p,
M

,20 tels

que [to-p, tory] x (0
,1)CV et :

· 1181tIIEM KIt>-[to -y , toty] X 56
, e)

· 178(t,p)-f(t,y)/l- LIIx-y/1 Feltory, toty] et Fa y E Bo
,e)

Alors Fscmin(y , fp) , sen Etots
, tots] , le problème de Couchy cittl :Sit, El

admetune enique solution (x(to) = Co

L'idée ent l'applique le then de point fixe de Picard : si (X,
11 est un espace métrique

complet etT: X-> X une contraction
,
c'est-à-dire FockC1 ty

Ex
,geX ,

d(T(
,T(y)) =&d, y) . Alors T admet un unique point fixe et les ibérées

deT convergent vas a point fixe depuis tout point de X-

(
pour

l'existence
,

onmontre que la suite desitérés [T(x1)rs, estde Couchy



Dan le formulation intégale ,
en ent une solution su Issir est point fixe de

↑: 6 ([, RY) ->b(I , RY)
m # Full = co+Si,vids

Cependant en génémeT net pas une contraction : i faut faire attention au choix de

Despace.

Prene du théorème de Cauchy-Lipschity
Soit < minly, E) ·

Posons X = 6 ([to-E
,

to + 9] ,
(40

, (1)

· Vérifiauque T : X -X

en 1 (Tr)(t)= < + Ses, Miss de

et bien définie.

Pour me X, pour to-detstote
:

11 (Tu)(t) - coll = 11S[8Cs,usIdell E. M 2
· Regadors sitestcontractante pour

u
,
veX,

11 The - Tull = sup
to -et tot S1181,

M(s)-8(s,
VISIIIIde

E

t

I sup Sto Lllmcs)-visIll de
to-e StetotE

SELlIm-vily

Aini Test lipschitziene mais par forcément contractante .

L'idée comiste à itérer +

(méthore de"Bootstrap"). En effet,ormontre por récurrence que tetto-stota)
,
Fr

,
veb(Ito-t

,tott , Hell,
Enso

,
11 Tu(-T Il Kelly

En effetcet mai pour no (TId) etsic'est vrai pour m2
,

0
,
alors

11T** ()- * (t))) =L1ISIThs-Thisilds o 11M-VII

->Donc Th est Clipschitziene .
Come Le 258



&

or pat choisir note Th est contractante. D'aprè le the de point fixe de Picard
,
Tho admet

un unique point fixe, noté n . Mais alors tr est mussi partfixe : Th(tu) = T(n) =Tr

Dan Tr = u par
unicité, ce qu' conduct

· Pour conclure
,
il reste à moulver que si v : [to-s

,
to + 5] - R est solution,

alors elle reste à voluer das 5 (0
, 11. .

En effet, par unicité du point fixe daux ,
on

alza v = 1.

Por l'absurde supposons que IlV(t) -collie avec ht [to ,
to +E] (Si t

. E[to-s
,
to] le

raisonnement est similaire) ,
et que Il VI)-clolky pour te[to, ti]

Alors
t,

=VItil-KollS
Asmise seld ,

ce qui contredit E

-

Remage or dit que [to-5, tote] X (
, 1) et un cylind de sécuritécon la solution-

n'eu sort pas

Corollaire sous les mêmes hypothèses, Alto, EN
,
d existe un voisinage V

delto
, 40) et éco tel que /topo/EV, le problème de Couchy vill :Sit, El

(x(tol = c
admet une enique solution sur [tb-3, to+]

(dans les notations de la preuve, on pend V= Sto- , tot[XB(P,2)
et min(e ,M))

Remarquer :
· La site de fonctions définies per récurence

Moll = 10 , UnCH = no +S8(s, Mussid

comage uniformément ver la solution de problème de Cauchy ar

en intervalle I suffisament petit contenant to
· Ou montre

por récurrence que si f est de classe ce alors les solution sontI
de classe ch+ 1. Ceci permet de colcer per exemple des DL



Exemple Calcular le DL ent +=0 à llordez de la solution la problèmede
cilt1 = -de couehy 5)y(0) = 1

t +2

E2 +x(+R

In mend U = R - & 10
, 013

,
8(t,2)= pou (x)EW , de classe b?

Il existe donc une unique solution e au voisinage des , de dosse 6%

On
a u(a = 1

,
u(0) =

2
= 2

02+ 13

En dérivaut l'équation ,
on obtient ect)=u(tr -(t + 2)(2+ +2u(t)u'(t)

(t) + u(t)4)2

Le qui implique u"(0) =-7.

Aini
,

u(t) = u(0) + tu (d + u"(d +o(ty = 1 + 2+ - &E +o(t)
.

3) Equations dorce n

Soit p : U-R aux WCRXR aurat
.
On suppose y seri-lipschitzieme.

Comidéran l'équa diff dorden :

y" (t) = y(t , y(t) ,..., y(n (t))(y)
L'estéquivalent à una équa diff dorle 1 en income :

Proposition L'équation (7) se réévit
, en posant x = <y, g ! ..., y(

-

4),-

por x(t)=f(t , x(t))

o 8 :
-R ent semi-lipschitziene

(t, 1 , 4n) > ((, .
. . ., n

, 4 (t ,p.,ull

&ave : · One <(t)= (y(t ..., y"(H)
8(4

,x(t) = (y(H) ...., y
*

(t)
, yet, y, ..,yoy)

d'à la réévitue



· Pour vérifier le caractère semi-lipschity,
Soit (topEN et I voisinage deto, N voisinagedec by EXNCWet

Vel
,
Ve

,yeW on a 11p(ty)- y(t, y(l) - (((x-y1)

Prenou pour 11-11 la norme ecidieno. Alors por tex, ,yew :

1) 8(4
,
x - 816,y)/1= 1: -yi1 + 1415,4)- y(t ,y)R

& Ki-viR + 22 1165-y11
( (1 + 2) (k) -y/2

Ainsi f est sami-lipschitziere.
N


