
Kortchemski

Cours15 :Stabilité Fonctions de Lyna
Plan : 1) Stabilité per linéarisation (fin)

2) Stabilité per fonchom de Lyapenov
3) Exemples d'application

1) Stabilités por linéarisation(fin)
&

Théorème (instabilité de Lyapounous On suppose 810)=0, (t)=f(x (t)) avec 8 : /AIRC"et
-

IxSp(D8(0)) ave De(x)20. Alors O n'est pas stable .

Preue Soit A= Df(0)· Notons or = infERe(t) : XtSp(A), Rexs0320.

Etope1->: transformer A en matrice plus simple
Lion de Jordan dans & on peutémire B= P"AP ave PEGIn(G) etPor réduc

B = (8) au BEM) blos deJordan correspondent a A

ave Rest) 0 et BrEMq(e) blos de Jordan correspond à XtSp(A) avec Re() 0.

Quitte à faire un changement de base
,

ou peut supposer que les coefficients
au deres de la diagonale valent y

( per exemple si B= (*) dans le base (ex--
, en ,

elle devient (2)
don la base (es

,yez ,
---, y er))

On suppose y<5 ·
Soit2

Orécits (t) = Accht) + g(x(t) avec g(a) = 8() ·Ax

En posant y(t) = P"xH)E" on obtient

y'(t) = By(t) + h(y(t)) avec h(y) = P - g(Py) (Y)
Come fat eth=o

,
soit 530 tel que 11h(11 * Elka

pour Kall -to.



Étape 2 On raisone par
l'absurde en supposant O stable

. Soit 520 tel que
11 (15 -> FEso

,
11111 < Go . On Choisit col= (0

,
0 ,

... 10
&

- W

-
x2 1 : 12oùDest muide la norme Il--Il=Vi +M

Onémit yet= (i) et h(y) =Cell)
i= pH

de sorte que (2) devient y: (t) = Ba Y ,(t) + hi(y(H)

Eyict) = B2Yz(t) + ha(y(t)) .

L'idée ent de considérer Rilt) = 118 .16/12 et Relt) = 11Yzk31) .

·On a Ri =(,Y) donc R=,y() YH =Re ,Y

-
les rece réteuneA
-

Louchy
7/o Riley en module- lik Clouchy
schwarz -schwag)12è temel * 11 h

,(y() /l RiLz) < D Milt)
< 2 (Ri(t) +R2(t)( Ri (t)

.

En utilisant Pe(z) -131 pour geG, on obtient

2 Rilt) R , (t) <2 R,KR-yRiltR - -(RiCH+RaCell Rict)
Aimi

Rit)<
, (o-

y
-z) Rilt) -ERult)

· De Même
,RY trelacy,)I i

i = 1---
0 & E (R,(t) +Ry(t)) Rz(t)

Aimi R2(t) < ( +3) R2(H) +ER
,(t).

= DRcCty2



Don en notent R(t) = Rilt)-Rz(t,

RICH = Ri(H) -RY (t) <, (0- y -22(R. (t) - (y +22)RzCt).

ER(t) can < etE

Il en découle que RI) -+r
,
absurde calylledo +30.t+1

a

Résumé : x(t) =f(x(t)) aves 8 : R+ R de clasac1
,
soit co équilibre .

1 .Si Sp(DS) ReCX co
,
alors do est esymphotiquement stable

. Si JxESp(DSHO) Re(X0, alors no net
pos

stable.

Exemples Considérons =A=( et =g=Je
L'unique point d'équilibre de fet g eto

Qua Df(0 =Dg(0)=(-id) , dont le spectre ent27i

· Oet asymptoliquement stable pour f: si p=+ et =fa,

on a ff(xt= 2(x, + x (x4)) = -2 f(x)t)))

Donc f(ICED1 =1x (4112 ent décroissant et >o
-

· O ment par stable parg : fi= 2e

Donc pluti = 1HI" -0 entemps fini (explosion

Remarque Nous avons utilisé certaines fonctions pour établir la stabilité/i-
stabilité. Cett approche sera développé ave le fonction de Lyapano



Corollaire Soit sen équilibre tel que VXESp)Df(0) on a ReXE0 Con dil que
rubalique) .

Alors co ent soit anymphotiquement stable) en KIESp(DSha) ondo et hy
a Restco) soitvon stable ( 7XESpIDJ bel

que Reto

Remorque Les mation A ta K + ESp(A) one Bet #0 apparaissent
sowent vr eller forment un ouvert dense des matrier. Par ailleur on
a le résultatsuivent (difficile

Théorème d'Hartman-Grobman Cadmiss Soit co en équilibre hyperbolique. Notam

↑: y 1 etDS y le flot du système linéarié en co .
Alors 7h : Va

.

->

haniomorphisme h: Va-Vo où Ve et Vo sort des voisinages de res pelivement
de 10 et 0 dans R tel que P(h() =h(de) pour tus

estve te Vel

que Q est bien défini

Illustration[ Sys
- 24x>

portrait de phase portrait dephore
de l kanSéque de l'équation .

livéarisée

2) Stabilité par fonction de Liapounov
Il existe une entre approche que la linéarisation par obtenir des résultats
de stabilité qui ne nécessite par la commissance explicite du flot.
Commençan por un exemple qui illustre l'idé générale .



Exemple (champsde predient) Un charp de gradient et un charp devecteurs de la
faune 841= -VVC on V: M+ R"-R est de classe

.
On rappelle que DVC), le

gredient de Vence est l'unique vente de Rhelque DVI . V= <Ove
, v

Fre
. En coordonnen

,
DV = 18 11...,

Un é vilibre so est un point milique de v (DV =a .&
Si c est solution de oct : -Ortl, alors

VET = DVxcell (cell= -11OVIII Corsque et at défini
Aimi

,
Vluse)) est soit constrant, et dan ce cas El et un point

vitique ,
soit strictement dénoissante .

Intritivement
,

toute solution tend : se rapprocher d'un
minimum. On verve pla loin que

. si un équilibreso n'atpassen minimum local (i
. e do est un maximum

local ou un point selle , alas no n'eut pos un équilibre stable
· Si do est un minimu local chict

,
alors wo est un équilibre stable.

Or revient à l'équation H =8 ave f : r CR-R de dans
On rappelle que ¢f(x) désigne le flot, valeur à el instant de la solution maximale de

Sy , définie un en

Définition Soitco un équilibre ,
LCR un voisinage de et Lit -R+ continue

On dit que Lest une fonction de Lapouna locale en do si :

(a) (((10)= 0 et (x) >0 pour c (amido et un minimum strict de Laur)
(b) FertEs

,deet et tsL(bek)) est décroissante em FelR+

Si au lieu de (b) L Satisfait :

(2) FERREx ,de et et Elt L)+ (a)) est strictement décroissante
sur Ix& R + on

dit quel et rene fonction de Lyapounov Locale stricte

Enfin , si W =R
,

ou remplace locale" por"gl sale" dans a

qui précède



Que fonction de ly apornou ent Mons rene sorte de fonction d'énergie qui
décroilt le long des trajectoires.
Lemme Soit L: + Reune fonction de Lyapounou . Alors TKCU voisinage compact de to

tel
que

L : K + R+ est une fonction de Lyapounov

&me : Il suffit de trouver KCW voisinage compact de so bel que Kaek,

Velat
, aff)Ek .

Soit 330 tel que
Bo,) CW

.
Soit

y=infLa
Posas K ={ ,

90) : L(x)1 p123
Alors clairement par décroissance de L(4411 , pour

tout c K

on apk) tis (110 , 50) et L + (1) = y1z.

Remayes Quand Lest dérivable, il est souvent plus simple devérifier
les conditions (b') et (2) suivantes :I (n) Exew,

< VL(, f(x) <O
(c) FCEU,* 16

,
(8L8(1

, 8(31130 .

En effet si 16') ou (i) sont réalisés
,

on a pour
EW

,
te Ex : (x)

L(P+() = d(( P+P() (q+41)) = d2(q(x)(8(d+kx) = (0((b)
, 814k)[(

Ainsi
,

si (10
,
40) (W

,

en poscht K = ExtB(0, 90) : (la) n
on Vérifie que L : K + R+ est une fonction de Lyapounovlocale en o

Théo rême Supposons que sicH = & kstII admette L comme fonction de
Lyapounou locale en un équilibre 110. Alors est stable
-(loc) Si de plas L ent stricte, no est localement asymptotiquement
statte

- (lolichdeetglottee le



Preuve
-> D'aprè le leume or peut supy, oser T compact.

Stope 1 FEco
,
740 th aco = Wa = Ex + W

.L3 (B(0
,
a).

-

En effet. Par l'absente, soit Eso
, anx0 et cin tel que (n) n

avec /In-colk
IPar compacité de W , quitte à extraire on peut suppor an-Et

Alors por
continuité de L ou a L(x) =0 et #10, c qui contredit (a)

Etapez Par b) si EWa
,

alors P-KEUcoet donc 114Ha-olIE .

Donc
o
est stable

· Supposan L stricte
.

Soit se Wao, o
.

te 44) est dénoissante minorée.

Soit 12, 0 sa limite. Par compacité de B(0,E) , Fltu) ta Panta +c
Par monotonie

,
on a alors him L(Pt()) = 5.

t- 0

Montrou que = o

Oa continuité de L
, ()¢+ (2)+2) . Donc L()=1.

E+0

Mais
por So

,
2 (4 (1)= tim ((Pstt(x)) = (5) = e

t+0Comme 2($(< (5) pour to,
on en dédait que a= vo

Done la seule veleu d'adhérence de (+)
0
est No.&

Donc d+ ( ->No

Don le car Glob, on adapte la reme en utilisant le fait
que [x +r : (([C3 pour c20 est compact

-

ver vilibreRemarq · Pour un eg anpuphotiquent stable so, on appelle-i
bassin d'attraction de so elensemble 2xEl : &+ (x) + 16}G+oIl contient un voisinage decco .

Le déterminer etreve

grekan importanteI
E

⑧

iLet fonchode pomov shake,damle les et
-

· Si C : W- Rest stricte en do et ↑CN ent compet et invariantpor

9) Ito, (i . c . +(p) <P pour +po) alors Pot in des don
le bassin d'attraction de no (f Wad



3) Exemples d'application
a) Champs de gradient
Im siCH =-Val avec V : R -IRc?

· Supposau que 1 est un minimum local deV et que c'est le sel mininimum deV

een een voisinage V de Mo
.

Alors co est asym protiquement stable
En effet,Vir-Y(d) estnene fontion de Lyaparostrike en so car

2

& vaccel = -110 UK (11 <0 Sicile)Et et re(t) tulo -

of Donc est asym protiquement stable.
· Supposons que VV() = 0, que VVFO sur UIE3 avec ↑ voisinage deco Cr.

et que o n'est pos un minimum local de V.
Montrons

que c est instable .

Par l'absence
,

soit aso tel que 514 , 2) CW
. Soit do

tel
que 11-coll= 11 ¢() - collEE .

Choisisson yotel que 1195Coll5 et V(y) < Vord).

Comme précédemment (V(4zlY0)) : E,0) dévoit et donc V(4+ (y0) -V(0) KEXO
.

Come VE 4+ 190) 510,
E1

, par compacité il existe En+= et c+ 610
, 3)

fel
que 4tn (80)-> r Er.

n + p

Par monotonie
, VIDE (70))

-> V(x)
.

Ainsi V() <VIgo)< VK10) (X) .

t-> x

Par continuité
,
VS

,
0
, V(4s++ (yd) = VI4s14+80) VL4s(x)

↓ +o

V(x)

Donc VIYs(4) = V(x) Espo. Donc c est un point d'équilibre. Donc x = co can

D V 0 se 113003, ce qui contredit (*)

b) Champ de fore conservatif
On comidire un objet de masse u soumis à une force dérivent d'un potentiel Vias.
L'évolution de l'état ER de l'objet au vous du temps est régi par le principe
fondamental de la dynamique :in re"(t) = -VVCE)

, qu'ou réévit :



(2) (4) = (E) /
i . e (x

,
x) et solution de :

(2v)' (H) = f((, v)()) on 8(v) = (V,
-AVG)

In équilibre ent donc un point (110,0 e planes XVK) =0.

Supposon que o est an minimum local stricter
On pose ((x, vi= m (lVIR + VC) - VK0) 70

et L(x
,
010 pour (

, VI #(00 ,0) dans een voisage de (0,
0.

Comme VL(,U = (0 v(
, mu) , on a <OLY1 , 80()) =0.

Aimi Letune fonction de Lyapomov.
(en fait L(x) ,VIII est constante : c'est la conservation de l'énergie)
Aini (10

,
0 est stable (mai pier asymptoliquement : (CH,

vit ne peut pos
convergen vers0 un Leit) ,VIEI est constant)

c) Champ de vecteur linéaire
Fi x(t)= Aul) ave AEUn(RI . Noton SCR) l'ensemble des matrices symétriques
définies positives.

Théorème On a équivalence entre :

(1) KteSp(A) , Rel) < O

T

(2) J PES CRI2 -(AP+ PA) ESICR)
-

(3) FRESIR) ,
7: PESIR ,

AP+ PA = -Q

Preuve Or montre (2) - (1) et (1) = (3)
T

#(1) Tout d'abord,
si RESCRI

,
FCER" on a tren Retmac

4x

à /min est le plus petite valau propre de R et
mass le plus grande.-

En effet, en diagonalisant R en
base orthonorme : R=DU act tonCh

et D= (..) diagonale, on a Ra = TarDWa = (as aux =ZieO



Mais trin (al? Et : (Val -> these a
i

=

1

On conclut en remarquent que Neli = (Wal Wa = crWx =a.

Ainsi, en tAP +PA =-Q au P
,Ges CRI, moton ((x)= Po.

Ennotant to la plus petite voluer prope de Q et ↓p la plus grande
vale

prope de P , on a

T

L (x) = k Pot rPult) = x (A +P +PA(x()

=

-q-1- GCh 16

Donc per Grannal ((x(t)) Placa) +,0.

Don exponentellerineDoudou
oeen

#(3) . Supposons que Kespla) , Reco .
Alors 5gzo La Il e*

11 ess

Vs0
.

(Y)

En particulier, P(t) =A
-

t- -

P = 53 SAT , qui converge bien par>X

(*) .

- AT
De plus ,

e QetA -StsATSA SATA + Q
Cla dérivée de la différence est nulle, eton a égalité pour t=o .)
Aimi

tat +A
= A T P(t) +P(t)A + Qe Qe

En passant à la limite lorsque --t on obtient
-A P +PAT = -Q

R

On vérifie aursi que PES (I) :

pour ecER
* AT SAc[plt) = S ce ge ads = Se**Ple) de 20~

78

. Pour l'unicité
,
si M + MA = -C, on écit

SAT SAT
- eQA eSATATMeSA sa

=MeI te MAe
*

et en inférant entre Det1 on obliet M= So
saT
sad

~ Qe

-



Avec ce résultat on part donner une autre prese
du théorème de stabilité

de Lyaporov:

Posom A = Df(0).

Supposons d (t) =f(x) , flo =o
, XXeSpDf(0) Renco .

Trouvan une fonction
de Lyapounav stricte en 0

,
ce qui impliquera que o est asymphotiquement stable .

8 sa
sAdSoit PESCR) solution de A

+
P + PA = -In

I
P = Se e

On
pose
(C = x PC 70 pour to

.

En utilisant le fait que 811= A . x +o (11),

et le fait que <OL(x) , y) = y Px + Py,

< UL( , 8(x)) = (ActoLIk Pcc + c[P (Ax + o((()))

= cPc + c PAx +oClIxIR)

=> I +olIkcIR) -1 1 10 pour to assez proche deO-


