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CoursIy : Flot
,
stabilité

Plan: 1) Application du flot
2) Équilibres et stabilité
3) Stabilité por linéarisationS

1 Application du flot
On comidire déquation x(t) =f(x (1) anes 8 : 2+ R"de classe c 1

.

On rappelle qu'ar note telo) la solution maximale avec a = do et Ex
son intervalle de définition.
Posam ( =[(tpERX1 : teIx3
le domaine de définition de (4,14 4

Rappel :

Théorème (flot)
D Det ouvert
② p : D-R" est de conse 1

(t,) + ¢((x)

③ On note DeP) la différentielle de P par rapport à x au point,
matric de Un(RI

,
et D86 la différentielle de ref(s) au point se vua

comme matrice de Ma (R) .

F(t, ) ED & Dx() = D 8(41()) Da Pp(x)
&tS Daldl) = Id (40() = x)



ne : Le théorème peut être appliqué à des équation différentiellesRemarq-
à paramètre . Por exemple si a (H = 8x(x()) ar 81 : 2 +R" ?

On pose f(x,X = 2xK) et On suppose que (x, ++ S(, 1) est(2

Alors c)(+)= Sxk((+1) se recuitx'(t) = f(x(t), 4)S x(t) =0

qui se récid X(H) = F(X(t)

ance X() = (i) F(x,H = (8):

Application Pour en champ de vecteur g :
rtR"c1

,
en notat

SCM = (8, 11 , -., Infull ,
la divergence de fest définie par

div f(x) = (x ++ En(x) = tr(DEl
Gan

Soito le flot arsovie à scH =SHI) .

Soit teR, ACR" mesurable vel que de soit défini sur A

On suppose divf =0.

alors Vol(A) =Vol (PHA)

Pare : Por changement de variable
Vol (C (A)) = S

PICA)
dleb =SidetDI deble en

Or DeP = Df(el . Def(x)
L
de trace welle .

Ou en déduit que
tit det Dr + ) est content

en to il vout 1.
-



2) Équilibres et stabilité
On garde eléquation slt =8 (1) aves 8 : R+ R de classce

Définition Un point votr est un equilibrade clh= accell si la fonction
constants act) = do est solution

, a qui est équivalent à Sold=o.

Douaces
, l'orbite de so est 2003. D'un point de veu physique a correspond

à un "ébet d'équilibre" : si en objet y est ,
il
y reste

Définition sen équilibre ent stable si Valo
,
7ioU 1191118.

pourt I DR+

Remarque Enchoisissant 20 tel que (4)Cr, ou voit que alle Blo,a)

compact +E Fe & R+. D'après le théorème de sportio définitive de tout
compact cela implique Fx1R+=R : dr) est défini pour tout 0.

Défindion - Len équilibre et (localement) asymptoliquement stable si i est

stablet 7 V Cr
voisinage

de clo tel que Faev, q+(x)-> To
t+1

· Si v =R
,
andit

que es et globalement aymphotiquement stable
Ainni

,
deu le premier cas

,
toute solution proce de l'équilibre en rete

produ et de plus converge relini

Do le cor linéaire
,
clutilisation de la réduction de Jordon et

l'étude des solution qui en a suivi punet de montres :



Proposition Comidération l'équation sit =AalH ave AtMn(R) .

· Qutun point d'équilibre stablessi FXESpA) =Evaluer propresde A 3,
De (1) 10, et si Re +=0

,
les multiplicités algébriques et

géométriques sont égales
· O est un point d'équilibre symphotiquement stable si KXSp(A) ona

Reto

Exemples (portraits de plas

L

⑭
A = (d) (i)A=

O stable mai non ⑧

asymptoliquement stable
Suptotiqueen

3) Stabilité par linéarisation
On revient à eléquation slt =8((t) aves 8 : 2+ R" de classe c 1.

Si no entun équilibre, nous allou voir que
éétude des valou propres de

Afcad permet de caractérisa la stabilité de l'équilibre
Théorema istabilité de Lyapornous
S KeSp(Dfco) on a Re(XI20

,
alors no at

enymphotiquement stable



Remarque La condition ent suffisande mai pas nécessaire. Par exemple,
2 y (t)=cy(t), ora DJI =0

,
man la solution ave y (0) = yo

est g() =

g Ko, qui converge ve 0 quand e

Prene witte a faire une translation on peut supposer so o-- 9
Posom A =Df(0)
Soit =so telque KXESplat, Rel) <-0.

In forme
de exp(tA) obtema par réduction de

Jordon montreque
to

-to
2 etA -0. Soit donc 0 telque llet* 11 (e Vty0 .

E+1

Enivan slt) = A ce(t) + 18 (1) - A xtl)
-

D'après la formule de Duhamel,
g(x(t)) .

avec (1g(x)() =o (1)x())

+ ( + -s)A

x(T) = etAx(d + Soe glasil de

Soit et iso hel
que AgillE1101 pour lix

5.

Vérifian que (lalle Veso (kI5.I
>

Donc loll o & Son

Por l'absence
,
soit to infEto : (lx(t) 1) > 53. Alors por

continuité Ilatoll= 5
, mani

o (t-S)A

(71g(5))dIlx(to1) < 11et 17 lau+ Solle
toCet 11 + So cets)o Ell(s)I) de

t e
Z ~
5 115

Absunde
.



Premous ainsi (1911E Alors Fo
,
Ilack)/15

,
donc Il g(ah(III Ellat) II.2

On en déduit qu'en notant y (t)= 11 dlt)//eto on e dans

y(t) - (((((01) + 26 soycs) de
On utilise alors la venion suivante de leure degronmall vue précedement

Seme de Gronwall On suppose
,
y : 59

.
33 +R

,
: tab3 -> be+

continue
,

so by y(t c + Sofsysside por tetal)
Alors y(t) c exp)]8(s)d) .

CE/0

Aimi
, g() -(IK/lexp(CESoes) > clkicolle

celo-ton
Aimi
,
K70

,
11vHIE Clicole e -8

t+0

-


