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1) Cas non homogène
Onelintéresse maintenant au cas non homogèneSites

Por linérité
,
la différence de deux solutions de (4) est solution de

l'équation homogère avec b=0.
Ainsi, si v estune solution quelconque de (4), toute solution o de (*)

s'évit x = u+v avec re solation de l'équation homogène.

La résolvante estutil
pour

domer une format explicite pour la solution de
(X) et aussi pour trouver une solution de (8) en protique

Rappelons que pour toft, Pa(t, to) EMn(M) Vérifie SetRalt, to) = Alt) Ra (t, to
Ralto, tol = In

Théorème (Formule de Duhamel) Soient tott, Notr . L'unique solution de

Sci(t)
= A(t)a(t)+b(t) est u(t) = RCt, tokio + SERIt, s bs e

C(t0) =No



aure-

I
ja Par unicité

,
il suffit de vérifier que se est solution :

·eLtol = RIto
, tol! + o =o

% n'(H) = RIt , toklot FItt avec FuH=Risbl eaf
=&RIt, tolko +F,at f

= RIt,tic +R(t,b(t) St RIts bide
-

= A(t)RIG. +b(t) + S A CHRIt, bisd
= Alt) (RIt, toKIo + SR(t) b(s)ds) + b(t) .
= A(t) u(t) +b(t)

-

En protique,on utilise savent la méthode de "la variation de la constante"
pour

trouver une solutio particulière sous la forme Witl = R(t, to) < (t).

En dévivout : vill
=A RItb(ut + RICE) = ACH-+l

ES Alt(G, to) c(t) +RIG, b)cCH = ACtlv(t) +c'Ct)
VCEI

Ainnis (t)= R(to
, t) b(t) .

Ou peut donc choisir une solution particulière sous la forma
~(t) = RIt

,to)[
*

R(to
,s) bisIds = SRts) bisd Cvirl

Ces particulier (n=, Alt = a)
x(H)= e

1m

, (4) +ScoSi xi(t) = ax(+) +b(t)
,

2) Équations différentielles linéaires d'ordren
Une équation différentielle linéaire dorden (scolaire) est de la forme :

y'(t)+ Xi(t)ym(t)= p(t) C* )
où Xi : + R, B : T-R sont continues.



Proposition L'équation (5) se reléarit, en posant x = (y, y'...., -")
sous la forme su(t) = A() xc(t) + b(t) où :

Alt =( ) etbi
Ainsi, dans le cas =0, n solutions v...., un :T+ R format une base ssi
la matric wronsbienne

w() =( est inversible KtET
,

et si (V ...., Un) est une base alors pour toute solution v de (4) il existe

Ac--
,
An ER tels

que
+E IR :

v(tl= 1, V, Ch +... + InUnCE

~It = 1 ,Vie ... + nWICH

i

(a
-1

(t) = t
,
v 1H +... + AnV"(E)

3) Équation différentielles linéaires autonomes
Les équation différentielles linéaires autonomes sont de la forme

x(t) = Ax(t)

avec AEMn(k) (k = Rouc) et : R->
(A ne dépend por de t: ar parle aursi d'equation différentielles linéaires à

coefficients constants).



Cas particulier : A= (% ) est une matrio diagonale
Ouvérific alors que les

sollo
Acta

2

(
Ulto) e

( edilteto) (x(t) =
8 Qu(t-to)

x(to)

-
(t-to)A

matic notée e

Ici nors avons une solution explicite , qui permet d'en déduire le comportement
anguphotique des solutions :

· e L:Co Ki, alors toute sulation Vérifie x(t) -o
t+x

· li Liso Ki
,
alors toute solution ent bornée

· Si Xi> 0,
alors 111+ +o pour tout sulation telle que Digital #0.

t-1

etc.

Autre cas intéressant : Supposon AEMn(R) diagonalisable.
On peut alors écire A = PDP" avec D diagonal et PEGlu(R)

I

On Vérific alors que les solution de x(t) =Ax(t)Salto)
=

est x(t)= pet
-ro)Dp x( +)

O

CE-told
p-xtEn effet sc(t) = PD e

= ApeEtpacto) = Ax(t).

Plus généralement , nous allan voir que les solutions se calculent à l'aide
de la votion d'exponentielle de matrice

4) Exponentielle de matrices
Commençan por quelques reppels



Ici K= Ros 4 . Or muit Un(K) d'une nome Il . 11 multiplicative (IIABII 11 All 11B

VA
,BEMn(kI), par exemple 11 All= sup /Axell.

1(xIl=1

Définition L'exponentielle de matrice est l'application
exp : Mu(k) -> MuSk)

A
AH expla) =e=

=0 R !

La série est bien définie can converge absolumen.

R
Rappelan quelques propriétés (saupremes de l'exponentielle

Proposition
· expect co
· VAeMulkl

,
+etetdérivable et et= AetA _ etA

· VAtMn(kl, expCa) et inversible et expla)"= expl-A)
· Si A

,BEMn(K) commutent (AB =BA), alors expla +Bl = expla) exp(R)
· SiPEGIn(K)

,
AEMu(KI

,
PeApt = ePApt

· D =(9) ent diagonale, alors expla = (etet)
cos()) -sin(bExemple Pour ,beRona exp)-b) = e (sin) cosid! (

En effet écrivous (-b) = aFz+ M avec M=(io).
Come #2 et Momutent, exp(i) = ecbM.
Mais M2 = -I2, de sorte queS ebmb M

= cosbI2 + sinb M.



/Théorème Soiet toE, Koek . Alors lo solution de (sict) =Ax(t)(t-to) A alta)=so
et x(t) = e O pauteR

yne : Sixt = et-rolAdo
,
on a clta = edo = Inco =o

et x(t) = A et-roAxo = Ax(t)E L'unicité provient du théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire
N

Remarque : On peut démontre llemicité directement : si y et una
ache solution de pict = Ax(t) posons g(t) = ect-rolAy(t)

x(t) = so1 Alors y'(t) = - Aett-HAy(t) + etAg(H) =0 ca Act=A
-

Ay(t)

Dac
z est constants . Coure glta = 1) on obtient

y(t) = et
-

to)Ay(ta) = et
-

toAdo

Lorsque A et diagonalisable , A = PDP" avec D digonde et PEEn(k,
tA
e

= petpet or retrouve le fait que la solation est (t) = Pelt-ro) Dp-x(to)

Dou le cos général, la théorie de la réduction des endamorphismes permat
de calcaler rexponentielle de motric.

5) Calcul de l'exponentielle dans UnCC)
Rappelons quelques notions de réduction.

Soit AEMa(Q) .

· XEK est en valare propredeA si 7 ve, Uzo, avec Av=



· Les vales propres sont les racines der polynôme caractéristique
PA(X) = det (XIn-A) de A.

Aimi
,
si + ..., de sont les différentes valeurs propre de, or a

PA(X) = (X -+,) .... (X - tr)P
où P11 -, Publ vérifient p , +... + pr = n .

Pi est la multiplicité algébrique de ti

Théorème (Cayley-Hamilton)
Toute matric annde son polgnome caractéristique :

Pa(Al = (A-1Ful" ... (A-trInPr--

. Le sous-espace propre associé à té est Ti =I = Ker (A-til)
sa dimerion Ci= dimit ; est appelée multiplicite géométrique de ti

· La
sous-espour caractéristique assaie à ti est Mi = M=Ver(A-tizu

Aimi
, Ticti mais as espaces pernat être différents.

Théorème (de décomposition des noyaux
On a &" =M 0 ...⑦ Mr et :

① dim Ni = Pi
② eli , emi Anti

③ La restriction de Aà Mi s'écit

↑Ini = tiri +Ni
aux Er

,

l'identité sur 4 et Ni : di + ↑ est vilpotent Mindice <Pi,
c'est-à-dire No



Remarques . le fait que Ne = estune conséquence de la définition de Mi

mai il se pent que N =0 avec mispi.

· Que motrice est diagonalisable si 7bare de Ende vectures
propres , ce qui

est équivalent à
" =#

,0 -.. Tr

D'après lethéorème, cen'etpossible que si Hi = Ri i . Aimi A

et diagonalisable si F1zier dimIli = Pi.
.En choisissont eue ben edephée à la décomposition, onobtient

PEGIuCOM MAP= DAN

avec D diagonde , d'éléments digonaux ti ...,tr ales ti pifois et

N = /: Nn) aux Ni milpotents

Le théorème deTordan permet de mettre N sous forma relativement
simple:

Théorème de Tordon Pour tout AEMm(Gl
,
↳ PEEn(e) Ag PAP s'éxit

pardlocs PAD =
(** r) avec JitMCC) de la formaI

Ji =( ... e ) ave Jim =() une matio camée

de taille nimed??...,Pis

On appelle T= PAP la fore réduite deJordan de A et les motrio Tij les
blocs de Jordan

.

La dimension Nik est appelée taille du bloc

Remarque : Il est possible de montrer que le nombre de blocs avec ti sur la diagonale
deteille& est dim Ken /A-ti - dim Ver (A-il)"



XiL 2 o
OExeyle 5= 1
+
x
, est une réduite deJordon avec Pr = J et e

, =3( *)O et 3 blou detailla 1 , 2 , 3
↳ zéros

et R

naque : Si N =(2) Etn(, Netwilpotente doudien on aN(
Ceci permet de calculer l'exponentielle d'une forme
réduits de Jordon

, qui se romère ou calcul de l'exponentielle
d'en blos de la forme

Tik =(i)- = ti I+ Nik
Notons

nik sa taille

On a alors
ti ENiketTiktilNike

Coma Nik est vilpotente bordenim ,
on a

=tNin2
O> (

On a dimi

etap et (( tre,

P
-I



Corollaire Soit AEMnCCI
.
Toute solution de silt= Auht) dan E eduit

sous la forme
·=

etti (R) o Virer.
i= 1

ave Mi = mes Ni
, M

11k[li

Le tenne vir est constant quand mi = 1 (c qui ent le

Les quand li =pi) .

On en déduit :

Théorème Soit AEMm(G)
, notom Xi

..., in ses volu propres
On

pose
US

= E Pi, Mu = 0 Mi
,

M=⑦ Ni
.

Restil co RCti)> Rectil=o
cespace stablet cespace instables respace indifférent)

Soit
a reve solution de slt) = Ac(t). Alors

① x(oEN Es him Il=0
t+o

② certes liv Katillo
t--x

③ alden" Le Im
,
co to pour H assez grand,

↓ 1x(01)[ (k()11 - CIM le coll

Pour un ca général, on le décompose en s + c +x?


