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Cours 9 : Théorie générale des
équations différentielles
Plan 1) Problème de Couchy-

2) Existence et unicité
3) Equations d'ordren

1) Problème de Cauchy
On considère le système

x'(H) = f(t , x(t)( to) =co ↑pr (
X)

appelé problème de Cauchy dont
les données (ou paramètres
sont :



① Un ensemble ouvert ↓CRX
② Une application continue

8 : V - I

③wn couple (to" EW

Très souvent W est de la

forme V = J X & avec

JCR un intervalle avert
auet 2 c s un ouvert.

re .x(t) est à voleus dan phRemarq-
· Le Système (x) est en fait
un système d'équations : si
on more x(t) = (x, (t) 1 - - , Pu(t)

8 = 18 ,, ..., ful ,
alors



x'(H) = f(t , x(t)

I
·

(t)=8.(t,>,(t)...., xu(t))(x (to) = xo* +
m (x)()3 i

xn(t) = Sn(t, x,(t),...,(t)
x(to) = Co

Définition Une solution de-
problème de Cauchy (A) est
une fonction dérivable

RmU : - S and :

① I intervalle# de R avec
to El

,
MIto) =Do

② V + EF, It , u(t)) EW

③ F+El, n'(t)= f(t ,u(t))

D. Ainsi une solution est
/

un Couple (I ,M) :



elintervalle de définition I de
la solution fait partie des
inconnues.

Question : pourquoi on pend-

I intervalle et pas ouvert ?

Réponse tout ouvert de R--

est union dénombrable d'intervalles
ouverts et donc résoudre (4)

revient essentiellement à
résoudre la problème sur
chacen des intervalles.

7) I sit↑
reltd =Po



Remarque f toutsupposet
n'(t) = f(t,u(t)) est

Il peut être utile de ré-écière
le problème do Couchy sous
forme intégrale :
Proposition Soit If & intervalle
de IR et u :- telle que
F + EI

,
It
,
u(t)) E W . Alors

x'(H) = f(t , x(t)en est solution de (Ito) = o pr (4)

si n est continue
,

et vérifie
+Et

, u(t) = yo+ g(2
,
u(s))dStr



Pre : #J si n est solution-

on intègre entre to et t la
relation u'(s) = S(5, u(s)

I] Si KEI
u(t) = xo + S

+

f(s
, us) de on

to
a bien u(to) =% et par
continuité de 8,
tit do +S 8(s, ecs))de ent

t
dérivée St,u(t))dérivable de

s

Exemple1
· x(t)= f(t) avec W = IX R

ici f ne dépend que det,



pas
de x(t) : On e une mique

solection de CH = f(t)(x(to) = Co (G)

qui ent x(t) = co + (+f()d
-

Exemple d
Vmass(x)

,ox(t)=

I x(0) =0V = IRXIR

Ici f(t , x) = Un mar
,0

Flyapesemitedeet en
x(t) =0 HEEIR

( x(t) =210 soulolutions
4



x(t) = t 1 + 0

Vmess(x(t)
, a) = 1+,0

2) Existence et unicité

L'objectif des EDOléquations
différentielles ordinaires) ent
de modéliser des processus
hysiques qui sont souventp
déterministes : si on connaît la

dynamique d'en système et
une condition initiale at=to,
alors l'évolution de c système
est unique pour tto



(Por exemple : on lence une
balle)
Cette notion de déterminisme

se traduit en termes mathé-

matiques per l'existence et
L'unicité de solution, qui
est donc une nécessité pour
un modèle réaliste

·
Pour l'unicité

,
il faut

des conditions en plus
· Pour l'existence

,
la

forme x(t) = f(t, x(+)
avec 8 continue

est importante :



Exemple E
x(t)x(t) + t = 0
x(0) = 0

3
n a pos de solutions

En effet si x ent solution,
en integrat :

Spics(do + t2 =0-
2

Il

(t)2
2

Donc V +EF, x(+ ) =
t =0
,

absurde
.

[ici pas
la forme siCel =f(t,#1)

Exemple On peut vérifier
-

>(t)== H(x(t)que ( x(0) = 0



avec H(x) = 1 Si
- I Si coS0 Six =-

n'a
pos de

solution (exercices
-i[ xt = f(t, (t)) mais↓

f pas continues

Pour l'existence il se troue que
la continuité suffit !
Pour l'unicité ou introduct

I
la notion de "semi lipschitz"
Définition Soit ~CR XIR"-
ouvert

, 8 : +R" continue
On dit que fest
semi-lipschitzienne



si F(to
,
o) Et 75
-

intervalle ouvert contenant
to et Unvoisinage ouvert
de do ave 5XNCL
et 7 L > 0 ta

VEt,
- x

,y W,

1 8 (t , x) - 8(t ,y)()I ((kxy/)
~

seri S hitzienC- lip
lip

11localement schitz parreceen

restà la seconde variable
de manière uniforme pas-
rapport a~mepremière



Rh
--

---

wISuan In - +Xw

j-> ⑫
J

icif est lipschitz pour la
seconde variable uniformément
pour
la première

Rappel Dans R toutes les
-

normes sont équivalentes,
on choisit la nome qulor
Vent.

Exercice Vérifier que-
-8(t,x) = Vmas(, o

n'eet pos semi-lipschitz
Su RXIR



DI-tion Soit 8 : - Rrop
da danse CE

. Alors 8 est

semi-lipscheEg
au le démontres, tiliseon u

(sans preue) le résultat
Suivant (extension de

l'inégalité des accroissements
finis das IR)
Théorème de la mageme
Soiert ach réels ,

S : [0,b] -R" g : [9
,
b3-> IR

continues
,
dérivables su

3 a
,
bl avec 118'(t)/l [gts Vte 30,b[

alors (18(b) - f(a) 11 = g(b) - g(a)



(pour le
Dans le Prene

voir Wikipedie

⑤(x
,
m) =Sy : d(),y) = 23

&

boule fermée de rayoue centrer
enx

Preme de la Proposition
Soit (to

,
/Et . Soit 30 to

[to -E
,
totE] X (o

,
2) Cr

Come fert (1 , 7 M30 +y
IIIDfIII [M sur [to-s

,
to+e]xb

,3)
↑

différentielle de f
Soit + [to-S, tota] n

Posom 14 : [0, 13
->

I -> --S(t
, sy + (1-S(x)



Alors y est
Cet

ils) = D8 ((0,x -y)
I
-(t, sy +( -s(x)

Ainsi

Ily(s))) = M((x -y/)
Donc par le théorème de

la
mageuse
1) f(t, x) - f(t, y)() = 11y(0) - e(t)))

[M(k(-y))

N



Théorie (Cauchy-Lipschitz
local : existence et unicité
locales) SoitWCXIR" ouvert

8 :-" continue semi-lipschitz
Soit (to

,30) e N .

Soient
y , + ,

M
,
L >o tels que :

· [to -y , to +y] x5(,p)L
· 118(tpIl <M pour tout
(t
,x) E [ to -y, to +y] x (0,4)

· 118(t, x) - S17,y(11 < L11x) -y11
+Elt-y , to + y] , Fay En o

,4)
Alors min( , )
le problème de Cauchy



x(t) = S(t , x(t))

x(to) =xg

sur [to -5
,
to ta] admet

une unique solution.

I a l'existence dazemag &
-

D 1 f, M,10 est
donne par

schele fait que fest serilip ·g
es voleus permettent d'avoir
een contrôle ser la taille de
l'intervalle sur lequel on a
existence et unicité.
Version condensée SoitWCRX" ouvert
-

8 :-" continue seni-lipschitz Soit (to, 0) e N.

Alors 7530 ty le problème de



Couchy x(t) = S(t , x(())
x(to) =xg

ser [to -5
,
to ta] admet

une unique solution.

Exemple f(t , x) = 2 · x
- to
est semi-lipschitz mais
pas continue

Idéede la preuve appliques
le théorème der point fixe de
Picard : Si CX,d espace
métrique complet et
T : X + X contraction

,

cleut-à-dire



5 oc)
,
Xx
, yzX&

d(T(x)
, T(y))=C d(x

, y) ,
alors T admet un enique
point fixe noté so et
FxEX
,
TY(x) -> 3Co

n +>y

Quel espace X, quelt ?
ide : formulation intégrale
T : b(I

,
1") + G(I ,R
en 14 clo + Sigis, usldle

Probléma en général T
n'et

per une contraction : il
faut faire attention ou choix de l'espace



Preue du théo rine CRX

ouvert
, 8 : -R" continue seni-lischty

Ito
,
cr) EL · [to -y , to +y] x5(,p)L

· 1181tp1l <M pour Fout (t ,x) E [to-y, to +y] x (,e)
· 118(t, x) - 8(7,y(11 L(k(-y1) FrElt-y , to + y3 , Fay En o

,4)

Soit < min(D , 4) .
Soit

X= b ([to -S
,

+
o+s] (0

, +))&

mui de 11 . 110

Ele/ On vérifie que
Ti X -> X

# (Tu)(t) = 110 Sys,misIdu t

est bien définie to

7
I ou MEX on a pors

to- [t < to +E +
1[m((t) - Coll = 11 S81s,uclle



= St 11815,ecs() Il de
tu
[(t - +olM
car come MEX , M(s) [B(,e)
EEM -
On a bien Au)(t) = (40

, e)
Étape 2 On regarde siTest-

contractante .

11Tu-TVll
= t

& Seep IS 11815
,MISI)-Sls,veSIII Ito-Et stota to as

(2)
E Sep 1 S Lles) -villd)
to-Et to+S
= EL 11u-VIl-

Ainsi
,
Test lipschitz mai

pas forcément contractante



Con peut avoir ELX1).
Idée : itérent (méthode de
-

"bootstrap") . En effet on
montre aisément per réaurere

que + E [to-5
,
totE]
,

Vtu
,
v = X 1

- n> 0,

11+u(t) - T" VCE)/)

& Cet-toine
at vrai pounes
11+
"*
u(t) - Th + V(II)

& LIS"11 T*m(s) -T"visIIldy)
to

nH par (4)

* le



Airi Test & lipschitgiS

eine

Mais Le-> o

n n ->0

NoOn peut donc choisir EtTho est contractant (

D'après le théorème de Picard,
Tho admet un enique point
fisce noté e.
Mais Tu est aussi point
fix can :

~ (Tul = T(T"u) =Te(

Donc Tr = en
Donc u ent solution du problème



de Couchy.
· Pour conclus

, pour montres
élunicité on montre que si&

V : [to-5
,
tote] -> R est

solution du problème da

Cauchy , alors VEX
c'est-à-dire KtEtto-E

,
tota]
,

v(t) B(x
, 9) .

En effet on alors Tv = v
Etdans r = v per unicité
du point fixe dans X

Par l'absence
,
on suppose

que [ +, [to-E, to +S]
tel que 11 V (t) - coll > +



Pour simplifier supposons t, ) to
Soit alors

t'2 = infEtsto : 11 v(t) -Doll = p3
Alors V + etto

,+J , VI)EB(to,el

Alors te
1 = 11v(t) -x01a(S11815,vis16d)to

-EM
Cela contredit <I
- M

it to-s
I-

t
tot

- I



Remarq-> Avec les notations

précédentes, on dit que
tro-E
,
totE3X (0

, el
est un cylinde de sécurité :
la solution n'en sort pas
Pote

. t -v
-

to-e to lots
Corollaire Sous les mêmer

hypotheses F(to, co) EW ,
il

existeun voisinage V de
Stoplo) et aso tel que
V (to

, (d) Ev



E problème de Cauchy
x(t) = f(t , x(t)les (t) = x'o
admet une unique solution
the [Ho - 3

, + +S]
ici : s' ne dépend pas de

(4)
:

:
- -
-...

r - O

c
to-el to to +y

toute condition initiale dans V done
une solution définie sur to-s, tots'[



(dan la preme préadente
on prend
V = Jto-E , to+ [XBl,)
et c' min(e

, M)[

2

RemarquesLi
· la suite de fonctions définies
par révesence

Mo(t) =x- t

(UntiCtl = co + Ses ,ellee
converge uniformément
vous la solution der problème
de Couchy sur tout



intervalle suffisament petit
contenant co.
· On montre per récurence

que si f est de classe c alors

les solutions sont de classe
CR+1 Gui permet par exemple
de calculer des développements
limités

Exemple Calculaus la DL--

eno à l'ordre 2 de la
solution de

(
x'(t) = t +2
-

tu (t)2
x(d) = 1



On siend W =

2
-&10
, 03(

8(7, )=
2

sor L

de classe c1
,
donc semi-lipsclitz

Donc par Cauchy-Lipschitz
local on a une unique
solutionu définie de
voisinage
On a u(d) = 1

uld= =

En dérivant
u"(t)

=u(t)"-(t +2) (2t + 2et(it)
(th + u(t)2)2



Donc u" (0) = - 7 .

Ainsi

u(t) = y(0) +u'(at
- u'(0) t2 +o(t))
-

2

= 1 +27 -Et +o(t))

3) Équation d'ordre n
4:->R ave WCRX IRh
ouvert. On suppose
semi-lipschitz .

(**) (n1(y t) = y(t,y(t), y(t, , ..,i)
équation différentielle
dordan



Il se trouve que cette

équation est équivalents à
eve équation d'ordre 1 !

Proposition (44) se
réévit, en posent
x = (y , y)..., ym 1 ) -
c'(t) = 8(t, /t)) avec

8: ->
It
,
x
,
- .,(n) 1- > (b2

,
33 --
,
Pu
, ylt, x,

....,)
De plus & est
semi-lipschitz



Preuse : ·On &
xi(t) = (y(t) , - - -, y "'(t)
et

8 t, (t)) = (y(t) , ...y" (H)
,

y(t , y(t) ..., Y(+)
D'acc(t) = S(t

,
x(t))

.

· Soit (to, EU . Come y
est semi-lipschitz , 7

I voisinage de to
I
W voisinage

de so tels que IXWC W et

7130 tel que
F+I
, FayeW,

11 y(( ,x) - y(t, y))) < 2(k) -y/)



Prevau pour 11-11 la
norme enclidiane .

Alors

pou
+ el
,
x
,yEN

11 8(t, x) - S(t,y)11
= (i -YeR + 114(t, x
in 2

- y(t, y)/)
2

( 8 : W->(a
....,) (It

,
x
,
-
.((n) 1- s (62

,
43 --
,
Pu
,glt, x,

-> (i -Yel + 22 (k1-y112
Er
= (1x-y(1]

- (1 + (2)((x) - y/2
N





Prochain cours

sur place
#Mercredi 5
juin

15455-18420LD


