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1)Théorème de représentation
de Skorokhod

Or présente ici un résultat

qui permet en quelque sorte
de "transformer" une

convergence en loi en

convergence p. S.

Théorème Soient (XuIns,,, X
des v... réelles telles que XntX
Alors il existe un espace
de probabilité (2',t', P et des via.
(Yulns,, :+R ty :

(d)① Fn21 fixé Xn = In
et X

(d)
y=

p-S② Yn -+Y



Pre: Pour simplifies , on
suppose que Fxn

/
F les
X

fonctions de résartition de XuetI
X sont continues et strictement
croissanter

,
et donc des bijections

de R dan 30, 15.

(Don le cas général, on
utilise l'inverse généralisé
introduit dans en cours

précédent) .
Idée : On pose
(r'

,
t'
,
m) = (0

,
1t
,
B(30
,
(t)
,4)

et U : v' -> R
x +-x



Aimi
,
I suit la loi uniforme

sur 30, 11
. On définit :
TYn =
-" (r)

, y = F (w)Xn
Alors

· p(yn =m) = IP)F)(t) =u)
= y(w = F(u))Xu

= F(u)
Xu

Aini Yn et Xn out même
fonction de répartition et
donc Xn = Yu .

De mère X (
)
Y

lo ;
· Come Xn + X

, on
soit que

Exn-> F simplement (car
F continue entout point /



et donc #Y-> F simplement.
Dors Yn-> X pour tout wer.

Donc PsyYn +

-

DD Toute information su
les lois jointes des Xn est

perdue (Xn+*) YnH)
Remarq& le résultat et plus
généralement vrai dans des

espaces métriques séparables
layant une suite dénombrable
dense) mais le

plus délicat
plus ent



Application Soit (Xn/12
, 11Telle

(d)

I
des variables aléatoires r
avec X

n +>X . Soit 8 : RtR
une fonction mesurable aux
as 8 continue en X
(I /Swem : 8 continue enxcul3)

=1) (dl
Alors &(Xn) + f(x)

n+0

Igénéralisation du principe
da composition al des fonctions
non partout continues .

(d)
Exemple Si Xu -> X et XX0ps
-I (a)alors --

Xn X



Preue de l'application
D'après le them de représentation

dede Skorokhod
,
7 Yu , y finies

sur le même espace de probabilité
avec : Tal

Xn ** Yn , X=· Fr>, ! S
· Yu* X
comme XY et ps 8
continue enX, on a prs. 8
continue enX.
Donc p.s . S(yn) -> f(Y)

n-X

Donc f(yn)28(Y)
Il 10 : Il loi

8(Xn] f(x)
-



2)Tension , théorème de
Prokhoro

Ra tension est en quelque sorte
l'équivalent probabiliste de lo

acité
.amp

Définition.On dif qu'une
famille (Milie= de meses de

bilitézur Resteproba
2 Vajo

,
7Aso

&

trep Mi (1\E-A,A]) E
itI

· On dit autre famille de va.

réelles Milizz est tendre si-
leur lois es sont

,
elect-a-dive



Faso
,

5 AJO
,L Vie= P)Xikt-A,A]) < 3
= 19 ((Xi) >A)

Remag-> The v .a . est toujours
rendue cen

lim P(X([-A,A]) = 0
A-x

Exemple Si (Xilie= est borne
dans

'

(i . e . -(30 +qFieF ,
ELIXi1] = C) , alors
(Xilizz est tendue .
En effet

C
B)(X : 1>A) & -

A
par inégalité de Mas kor



Remarque The sure C= famille-

dénombrable) (Xn/ns
,

de va.

est tende ssi
Fato
,

7 a)0
&

linep B(/Xnk A) = 2~

n-3 y

Ceci provient du fait qu'une
nombre fini de va . est tendu

Théorème (Prokhora)
Soit (XnIns

,
V .a . réelles . Alors

DE) Q :

① (XnIns
,

rendue
② F sous-suite y , 7 sous-suite 4
avec (Xyo pui)ns

,

qui converge en loi



intuition : tenior #7
-

sous-suites qui convergent
en loi
Preue du théorème de Prokhorov
On note Mn = loi de X

②O On suppose ②. On
raisome por l'absurde

. Alors
7530 te KnxI , (X)

MPcu) (R) - n,n]) > E
ave to sous suite
Par hypothese -4 sous-

suito
, X V ... ty
-> &X

yoy(u)
fui
S

Soit grand au P(X =(x)=0



Alors pour r assez grand
[ - x
,
x] <[-y(u), p(ul] donc

P((X1[x)
= lim B((Xyoyus1[x)
n-
y
(cB(X =(x) =0)

cliving P(IXyoy cuil < Yul)
n
-> 7

= lining ↑ popm i
([- 4141,TID

n+0

[I-E per (*)

On fait x+X :
P((X(<* ) 11- E . Absurde
-



① (XnIn>
,

Vendue & F sous-suite y , 7 sous-suite 4
avec (Xyo pui)ns

,

qui converge en loi

Onmontre①
Quitte à travaille avec Xycu -

on peut supposer y(u)=n.
Etape identifier rene limite
potentielle. Soit En la fonction
de répartition de Xm .

FAQ, En (9))ns est
borne (à valus dan to, 13)

Parargumentdiagonden e
Vy +Q , (Fy(n) (9) (n> /
converge vers une limite
notée Fo(9)



Ou pose alors VsEIP
F(x) = inf{Fy(q) : 93x, ge3
Ou vérifie que Fest croissante,
Continue à droite.
Etapez Fat la fonction
-

de répartition d'une v.a.
Pour cela il suffit de montres
lint = 1, limk = 0
+ 0 - x

Pour cla soit 20 A30
S

ave sep P((Xn1 >A) -S.
V),,

Soit gea , 9 > A . Alors

P(Xnxq)), B(Xn(A)
> 1-5 .



Donc Fn(g)),-E .()Y
en faisant n+- on obtient
Fa(q) >, 1-5 .

En prenant l'inf sen 9> A,
9 -Q, on obtient
F(A), -E .

Donc lim F = /
+b

On montre de même limF =o
-

-

Cacherion : 7 Xv.a ta
F = Ex

Etape3 On vérifie que
loi

X P(n)
-> X

On utilise le caractérisation
avec les fonctions de répartition



Soit IR ave, P(X = x) =0
Aini Feet continue enx

.

Rappel-: F(x) = inf[Fy(q) : 93x, ge3
Donc :

F(x) = eup[Fy(9) : qx :Q
(exercie : F(x) = him F(x)))- xXxutiliserW
Airi

,
si a q'aves a,geIR

on a

Es (9) = Lim Fy (9)
n+0

sliving Fu(n) (x)n=z
M (x)[linup -42+0 (n)

& limp Frin (q)
n->0

= Fo(q)





On faitglx d'yx et
on obtient

F(x)[ living Fins(x)
n-

limp Fyus(x)
n-x

[F(x)
.

Conclusion tout est
-

et donc
Fy(n) (x)+ F(x)

n+x

et c V où F est continu

en x.

Aimi XYinf X
-



Lesune des sous-sous-suites
pour les v ...
Soit X X v . a . Alors DES Q,/

O Xn + XI loi

Poi
&

② V sous-site 4, 7
sous-suite 4 de XyopiuT S
CD différence aves Prokkuron,
dans le théorère de Prokhura
la va. limite n'est pas
spécifiée
Prene

TEQ clair
-

#D On suppose ②



et on raisame per l'absurde(d)
en supposant Xn-> X.X
Alors zf((p(r)
telle que Elf(Xn)]-> ISINDTo
Donc Esso

,
7 y sous-suite

telle que Fr>,

IE[8(X qui)] - ELg(X]/
(4)
7
, E

Or
relsPa Sose

et
Poi
X

Donc

[S(Xy(4inI] Elf(X]



Contradiction avec (A) !
-

Collaire Soit Xn , X v. a.
dayR .

On a DESQ :

loi
①Xn+ X
② (n) Sendue

loiet ⑤ Si Xyu) - X
auss y sous-suite et y va,alors yEX

Entopologie, l'analogue est:
day un compact,ne
suite ayout une seulevolen d'adhérence
converge .



Prema-
① => Q
-

⑳ per théorème de Prokhura
Oui

③ clair : Si Xn - X
Po:
y

Xu En Y
alors X =

② D On ruisone par
-

el absurde : por le lenne
précédent , 7 y sous-site
ave sous-suite 4

(d)
Xy(4(n)) # S (y)&

Or (Xqus) est tendue donc
7 y sous-suite , Y va

Id
an Xyus->S



Mais alors ③ 1)par / SloiDonc
Xg(41)- X

Contradiction ave <*) !
Rappel
-



Rappel :
-

Collaire Soit Xn , X v. a.
dayR .

On a DESQ :

loi
①Xn+ X
② (n) Sendue

loiet ⑤ Si Xyu) - X
auss y sous-suite et y va,alors yEX

En protique , le corollaire précédent
ent TRES protique

al
pour

-

montre que Xn- X avec

le roisomement suivant :

⑳ Ou montre
que
(Xu) est

tendue ITENSION]
⑤ On suppose



Xyius Y avec y sous-site

Y va et on montre que(a)Y - S
EUNICITE DE LA LIMITE]
Souvent

,
on montre cela en

utilisant un outil qui
caractérise la loi, per
exemple :
- fonction caractéristique

tion de répartition .- fonc

Remaque toutaci rate
Vrai dans des espaces
metrigwes plus généraux,
dif lonce'sBo complets,



ayout une suite dénombrable
dense)

3)Tribu cylindrique et
fonctions aléatoires
Pour considérer des fonctions
aléatoires

,

c'est-à-dire des variables

aléatoires à volaus dans des

espace fonctionals, souvent

appelés processes stochastiques,
I faut définir une tribu
sur ces espaces !
C'est le but de la
vibacylindrique



Pour simplifier, on se concentre
etes Rto1 = 38 : to, 13- IR
fonction 3 .

(f
,
R
, 5) est un espace de

probabilité.

Rappels Si (E, 2) et (F,m)-

sont deux espaces mesun, on

rappelle que:
· si 8 : E- F

-(8) = 58 (B) : BER3
est la tribu engendrée parf,
plus petite tribu sur E
qui rend

8 : E- (F, F) resurables



· si (filie
x
at une famille-

de fonctions de EdasF
,

o Si : it Il est la plus
petite tribuer sur E qui
rend ES les Si : E+ (Fr
mesurables . Aimi

offi : itIl

-S(Bi) : itF ,
ent la plus

Bie A3)
petite tribu contenant
tous les 8: (Bi
pour it , Bie A



Aquand Cand (1)3, 2,
en général
5 Si (Bi) : TEI , BiEF]
n'est par une tribe

Définition (triba cylinchique)
On considère

Rt0] = 58 : [0, 13 -> R3
Pour oct11 On pose
#t : 15013 ->> IR ( "projection""
f -> f(t)

On définitser Ro,1] la
tribe B(RQ0,1)
= o)πt : 0 = + =1)



= -(it] (B) :07/
BEB(R)
-

qui ent la plus pelete
triber pour lagalle toute, les

#ti octEI, sont
mescrables

-

(DéfinitionCylinde forma
#I (A)MT)
n-- - ~ TE(AR)

= 58: to,1) ->R :

S(t , ) ( A ,, f(+z)t Az ,
- -

-, f(tr)Ar3



pour oct, ..., tplet
A...., AREBCRI sort
appelés cylindres-
Point de Ses

Ly linches-

forment --systèmeun 21

Istable per intersections finies
générateur contenant RE0, 1].

Exemple [8 : 10, 13 -> 14 ave-

- 8(t)2 , 84753
I π " (3 -125)

E
et un cyliment(, +xt)



Proposition Une fonction
[0,1]

X : (T
,
A)-> IR Birtoi)

W - (X=(m))
024

est mesurable ssi
Fort
(D

,
11 + (( , B(R)
w 1- X((c)

est mesurable

Lidée : pas de problème
sustil de mesurabilité

quand Ou travaille are
la tribu zylindrique , mussi



appelée tribe produit(
Presse
-

1 2X est mesurable,=>

X((w) = #joX(w) ent
resurable come composée de
fonctions mesables

E Perisque les glindes
engendrest B(R/70,13S
en supposant Wit Yf(x)
mesurable Feto

, 13, il

suffit de montres que
* (C) = A pour tout

cylindr C



Maisei
- I

c = me
,

(A
, ) n ... Mi" (AR)tr

*(c) = SWEm : Xc
,

(4) =A ,)

~ .... SWER : XetAr3
Et
per hypothèse
&

Conséquences probabilistes
· (X)octs ent une va.

à valeurs day (R[1]Qui
esi Veto

, 1] , X + est une
v . a . Selles



· Si (Xeocte 1
est une va .

· Valeurs dans (RBR
sa lo: est caractérisée par
les robabilités des cylindres :
B(Xx

,
=A
,, -

- -

, YeptAm)
appelées les marginales-
fini-diversionelles (fidi)-
En particulier, deux va.
(Xz)02 +2

et (Yeloct 1
à voluer does (RE) Boiy
out meme loi ssi
Fost, -- tr[1
(X+ 1 , . ., Xtr) (Yt -, Ytr)



Proposition Soit (Xeoxtel
et
I
(Ye)oc+ 11 dux va .

· veleus dan (R,BR)
définies sur le même

espace de probabilité. On a
①E Q :

①(Xelostel x (Ye)0xz-
② ForS, ... Ent
Vot , 1 - Etrt]

(Xs
,
1 - > Xsu) #(Yz, 1-- /Ytr)

idée de la pence :-
provient0 =01



du principe de composition
(8 +- (8(91) ..., f(de))
est mesmable)
② O Por hypothèse ,
en notat

X = (X +
ox(1) y= (Yeoxtz)

ou &

p(X(c
, y(c)

= P(x =x)p(y()
pour tous cylindes C, C'
Or conclut en utilisant
le citère d' avec les

H-système générateur .
-



tilaTrei u pour :
O les chaînes de Markov
. le mavement bro


