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Cours 7 : Convergence en loi
-

et fonctions caractéristiques

&appel (Cours6) Si X =(X 11 - , Xal
v .a . das R&, i(X

,u)]Yy(u) = Ele
= T[ exp)i(X ,1 , +..

+ Xdua)))
aux r = (M , 1

-

= Ma) EIR!

On a ve que

4x = yzX= Y
1) Théorème de Kry
2) Théorème central limite
3) Vecteur yaussiens



1) Théorème de Lévy
Théorie(Levy) Soit Xn , X v.a.

(d)dans R&. Alors Xn -> X
si Fuer

, 4x(1) +> Yx(u)
n->0

On fait le preee pour d = 1
pour simplifier (R)
Preme
- inx

# Pour uEx + e
I

est continue bornée . Donc
par définition de la convergence
en loi,
ETeinXn] -> ELeiUX]

n+1



EOn suppose FrER&
exy(4) -> ex(u)n+1

On utilise un peu la
même idé que pour le

calythéorème yx= ty Es X=
& =

ide : ~outer une pelite
- a
perturbation gausieurs
ZrN10,a) #Xn,X
On montre : (Y)(d)XntEr-> X+Er

En effet
, supposons (x)

Montrons
que Xn
* X.



On utilise sorte-manteau :
I

Soit F : R-R lipschitziere
bornee

,
Fa

, yER, IFUll-FlyllaLksY),
et on montre que ETF(Xul]
Soit RC, l

-> E [F(x]
n+3

IE[F(Xu)]-l [F(X13/
~ ET (F(Xu) -F(Xn +zr))]
+ /[F(Xn+ Er)] - EIF(X+=et
+ Et /F(X +Er) - F(x()]
& 2 LEFIZrI])= Zil]

k

*[F(Xn+=r)]- E[F(X+23)
-> O
n -x

Conclusion limsup (ETF(1S- ETF(X3)T
-

n-1



T12
,17 FRX 1

.

k

On conclut on faisant
k +0.

Maintenant on montre

Xn+zdX+Er
Pour cela, por restriction des

fonctions test, it suffit de
montrer que Ff :R-R
continue à support compact
ETf(Xn+Er)] -> #Tg(X +zu)]

n+y

Rappel :



#[S(Xn+ =r)]

=Saf(s)(integrale deY
↓ -avec GR (e)= 2

-Verm

Rappel YXn(- e) -> Yx1-u)-
n+y

VMEIR
per hypothèse.

On va utiliser convergence
dominée deux fois.

①. einz SalesAuteen ee
n+1

· leinzgr(e)(xy)-u)) = Gr(e) ,
intégrable.



Donc

> Seim (x e

-> Seing de ne
n+>0

②

1813)Sigral (xu-1)de
= (8(3)/Sple
= (f(z))

Or f est à support compact,
donc Sgidz
On conclut par convergence



dominée
-

Application 1 Soit X"= (X, ..,X)
va dayM

,
X = (X11--, Xd) va

celdans Rd
. Alors X

*
-> Xssi

Vu
...., ud =

B,

u
, X + -- + ud *d
Voil
-

u , X , + - - + MdXd
(principe de Cames-Wald)
Preve
-

E Clair per principe
de composition : le fonction
Rad ->A

(x(1 - , xd) -> 1, x+ - - + MdXd



est continue.
d

#Posam M = (4
, 1 ..,Md) ER

On remarque qu

&xn(M) = E[e(
,xx + - -+Max*)]

= Yu , x*, + - + max(2)
Lévy
->He,x, +.. +Maxd(1)
n+0

= Yy(x) .

-

Lion 2Applica
a suppose(d)

Xn-> X dan R
sa
y daes Rayn->

et Xn1Yn .

-
-



Alors (Xn , Yn) converge en
loi vas une va . de même
loi
que
(XI

,Y( avec
x/liX
yaiy

ef X1 y!
·

De marière équivalente si
Bxn- Bx étroitement

Byn -> By étroitement
alors

BxnQ Pyn-> BxQ By
etroitement

IDD en général
XnX

, Yn**) (Xu ,Yul
**XY



Dewe On va appliquer le
theorewa Lade 'vy. Soit
u ,VER. Or écit

ieeXn + ivYn]Et e

= Et eiMXn] EteirYn] parti
-> EteirxJETeivY]
n+0

par hypothèse et
the me de LévyCore

Aimi

4(Xn
, Yn)

(M
,2)

-> yx (4) Ty (V
n +0

= Y(X , yy(u, v)
Dons (Xu .Yu1 (X1

, %') par



théo rève de Lévy

2) Théorème entral limite
Motivations : soit (Xn'ns, des------

v
.a . ind réelles das L'

n- SLAN ↓ EXx+ EtX 1]-i
~R = 1 n+x

Ou cherche à savoir a quelle
vitesse cette convergence a lies ,
c'est-à-dire quel est l'ordre
de grandeur de

1 EXR-E[Xi]
V R= 1

quand n estgrand.



Si on suppose de plus X , dan
L
2
on devive la réponse

en calculat
Et (X ,

+.. +Xn - nEtX,]]]
=Vo X , + . .. + Van Xn

= nVar X, par
H

Ceci suggère que
X , 1. + Xn -nE[Xi] est
d'orche En etdonc

#+Xn-EEX ,J est

dort .



Théorème(Théorème central
limite TCL ; CLT en anglais)
Soit (Xulna

,

den va

· iid

· dans L
&

Soit o=Va(X 1 ) =El(X,
- EXP

On suppose o 30. Alors

↓ (X , +.. + Xn - nE[X ,])
M (d) N(0

, 02) .
->
n+y

reDe Manie équivalente,
Vach :

P(ac X I +. +Xu-n[X
1] c b)
-

o

->Si deT
n+7



Fina : la deuxième partir
est une conséquence de lo
première (convergence en
loi et fonction de répartition(
· Pour la premierepartie ,

renquitte à couride
Xi-E[Xi]
on peut supposer EIXIT= 0
Posa dors En = XXu

But En N(0, 1)
M

-

Alors

4zu'n) = 1[eir)*Y
M

= EteX ,] can id



= Yx
,))

Mais X
,
EL" et on a ver

que

&x , (r) = 1 + in E[X ,] -Lu [XY]
tole)

= 1 - Leo +o(e) (u+0)

Donc

Yx ,)) = 1 -utot
zu

Ainsi R

+z(u) = (1 - 12 +o -))-

zu

-142
=- e YN10
, j'en+0



(a)Aimi En-> No ,1) par
l théorème de Lévy
a

But : généraliser leTCL
R, 1 .

Secteursgaussions
Définition Te v.a . X = (X ,,..,Xa)
à valeures das Rd est un
vecteur gaussien si toutes
ses combinaisons
livedire ↓X ,+.. + NaXd
ave h , -,d sont

des va
. Créelles) gaussiennes



Par convention, une va.
constante m est ens N(M

, a)

Rappel Si X ~ Nom, ory
,
on

-

Q ETeiMX]=explimu-

Exemple : Si X1, -- , Xd sont
-

der 11v
.
a
. gassieresO-

(X11 .., Xd) est un vecteur

gaussien
D Faux sayI :
Si ~NC0, )

B(E = 1) = B(E = -1 =z
alo XIE

,
alors



X
,
EX sont des N/0

, 1
mai (X, EX) n'eut pa
en vecteur gaussien a
B(X +eX =0) = t
Remarq- (X . 1 - , Xd)
vertem gaussien
X1 1 .., Xd sont gaussiemes
Créciproque fausse)
Definition Soit X = (X 1 . .., Xal-

envecteur gauseen

my = (E[X ,] , . . , E[Xd])
s'appelle la moyeue

de X



On dit que X
ent centré si

mx =10 , 0 -

-; 0)

Raiveret
, X-Mx et een

vertem gannien entré et
s X
,Y sont deux recteur

gans sies # , X +Y et
en verteen gaussien
mx +y

= mx + my
· La motrice dxd

kx= (E [XiX;J-EIXJE[X;])
i
,jeds'appelle la covariance de x .

Ona Kx +y
= kx + y



Rappel on note <... le
-

product sculaire sur pd
Proposition Soit X en
rectem gausien das R et
↓ e pd

· Alors <X
,
X)

( = + ,X ,
+ -. +dXa) suit une

loi N(mx , 2) avec
·my = < 7 , mX)

2
=· < X
, kxx)

En particulier, kx est une
matrice symétrique positive
Preuve :
-

· my = ( ,X) provient
de la linéarité de l'espérance



· Ensuite
Et(X]=# XX;)
et
<1(m) = [ tit; EIX :JEXI
Il i

,j
#21X]2
Dons You ( < X

,XX)

= Ztix ; (kx (i
, ji

, j

= <t
,
kx + )

-

trollaireLafonen se



vecteur, gaussin
et

(x(t) = exp(i(x ,mx +)
Il

#Teist,X3] - -4, kxt))
En particulier la loi d'un
recteur gaussien est

'tement déterminéecomple
per se moyeme

et

sa covariance

Preme
-in < X

,1)
Et e J
= 4(x

,
+)(u)



Mais (X
,
1) Estim, , x*,

Donc

((x
,
+)(m) (*)

= exp(in(t ,my) -u2x,kxy)
(fonction caractéristique
d'une gaussieme
Mais (x(x) = Elei

< X, J
.

On conclut en prenant
M = 2

daes (X)
~



Proposition Soit me Ro et
K une matrice dxd symétrique
positive . Alors il existe un
verteen gaussien de & de

moyeue in et
de matrice de

corcience K .

Preuve -dé : énive! ↓
-
-

k =c avec C symétrique
En effet , on diagonalisek
en base orthonormée :

k = PD p
- 1

avec P

orthogonale (ppT = p
+
p = 1)

00) auxet D = ( + 1
... +, .., d),



On définit c = Prop
Soit maintenauf

N = (N, , . . ., Nd) avec
N , , .., Nd des NCo

,
11 ind

Or poo
X = C . N +m

on vérifie que X convient
· Pou XERI
((X) = < +ICN) + <+Im)

(y) =<((N) +c+(m)
con c symétrique
Come Neet un vecteer

gaussien , <IX) et

gaussiens, donc X est un



vertem gaussien .

Il reste à calculer la

moyeur
et la varianceX)

Por (4) su moyeue
vout

dairement <+ (m)
La vocioue de <IX) vant

Et < <IN)
3

]
= [5 Cisti N ;CretaNe]"ik,e
= Iti; triiik

ca #IN; Ne]
= 1sij=1

.

= 0 Sinon

((((( +>= < + (kx)
s



Notation
NCM

,
K) : va . dont la loi

estelled'unvecteurgases
matrice de covariance K .

solaire N(m
,
K) admet

une demité sur R ssi
def (k) >0

,
et alors se

demité ent
- +- m ,E(-m)]

Fait 2 da-Vdetk

idé de la preme : principe-



De
la fonction muelte ave
X = (N +m.

Théorème (caractérisation
de l'H pour des vecteur

gaussier)
Soit (X ,,.., Xol un vecteur

gaussien de R& Alors
X11--Xd Sont I Sai

kx est diagonal ([XiX; )
= E[Xi] E[Xi] pomiti)
② Soit z = (X

.. ..,XpiY...,Yq)
un vecteur gaussien de
RDTq



Alors (X....,Xp)+<Y,, . . ., Ya)
esi Cov(Xi

, Yj) =0 pour tout
z = (X

.. ..,XpiY,. ,Yq) 1iP-un vecteur gaussien de RP +9 14
Pre : Sous parte de généralité
ou peut supposer les vecteur
gaussiens entres .

① ED si XIX on soit

que EIXY] = EEXJETX]
# Soit r = (e .. -- , Ma)-

&

En notaut kx =((
on a

Etexpli (u(X))]



= expl-u/kxu)) (proposition

= exp)-eiE
Donc (X ..., Xol Sont H

et Xi = No
,
0
,3) .

② Prene similaire

ED Pour 1icp , 1EjEy
Xi1Y;

=) EIX : Y; J= [Xi]
#[X; ].# La matrice de covariance

--de Z s'évret

kz = (ky)
Donc pour



P + &

z = (e ,, - ., 4p, V , .., Vq) ER
On a

Et exp(i(z(z))]
= exp)- t((kzz))
= exp) -t(u(kyu))

· exp)-t < vikyv))
des es= (4 .. -- ,Mp)
v = (v 1. - .,Vq)

Donc

#[eiku(x + <v1Y)1]
= Leicux] EteRUy]
Donc X X



A. Dans② il at important
que (X11 -i Xp, Y1 . -/ Ye)

soit un veter gaussien17

((X11--
,Ya) ganssieh et

(Y 1 -- , Ya) gaussien
11
-

affit par

3) Théorème central
limite vectoriel

Théorème Soit (Vil is
,
des

V- a dass Ra
· vid
· EtIX ,1] o



(Soit (Xilis , des va dans R& aid . #[IXIPS<1)
Alors Lici 1 : 1 est une norme su RP)

↓ (X .
+. + Xn -uE[X ,])

En
(d) N(0

, kx ,)->
n+0

o kx
,
= (Et(X , li (X , 1

;]
- Et(X1)i][(X1(

,3)
1[i

, id
et la matrice de covariance
de X

,

Ceci explique l'importanc
der recteurs gaussiens



en probabilités et en
statistiques .
Premie C'est essentiellement
-

la même que par
d= 1 :

· On peut supposer EIX =0

· Pour ne 9
,

Etexplica) *** ()]
= Et exp(i((X ,X)]"
= (x ,(

liid)

D'autre part, come
X , EL3 on a la formule



deTaylor
Ex

,() = 1
-
(kx

,y)

Aimi
+o(t)

4x ,t - +xu (r)
-

W
2

= (1-(u(kx ,u) +)

- exp)- !(u(kx ,m))
n-20

qui ent la fonction caractéristique
d'une ve . N(0

, KX). On conclut
per théorème de lvy
S



Remarve-
Pourquoi peut-on supposer
FIX,3 =0 3

Réponse : Si le TCL est
-

Urui pour Wilix ; il
sera aussi vrai pour

CYiliz
,

ave yi = Yetc
con

#+ Yn - mE[Y1]
*

=*+.+yn - uF[Yc]
-M


