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1) Restriction des fonctions
tests

~
XnX siRappel

(7)

#[8(XI] -> [f(x)]
V8 continue bornée.



But trouver des ensembles-

de fonctions plus petit que
Sp (RP) pour lequel

lVérifier (*) suffit à avoir
convergen en loi

Rappel (point (21 de Porte-manteau
Si (J) Q

lieu san touteI
fonction lipSChitziema
borne

,
alors Xn@X.

Notation b(r) =E f : /R
P
-

continues a support comport3



Proposition Soit Xn ,X v .a .

à valeur dan R! Soit
HC((r)
tel que l'adhérence de H
contient toutes les fonction
de C() · Alors (1) Es (2)

(2) FICH
,
If(Xn)]+ELSix]

(2) Ffe((r9,
EISIXul] -> EIS(N]
(c'est-à-dire X, X) .

Premie In sens est
-

Mir 2) = 1) ca

HC(b(RP)



(1) =(2) ide : orgument da-

troncature
Dom transformen

une fonction continue bornée
-

en fonction continue a
support compact.

Étape 1 On montre le
-

résultat pour
H = bc(R9)

Soit alors hm :
*
-> 191 continue

avec he (x) =1 pour la
et h(x) = 0 por (1x), i+

Exemplepour
d=

hm()
-

J L
I I in

+
-v-1 - -



(2 = r)
Soit 876b (R). On remarque
que un 8 -C(9) . Airn :

IE[f(Xu)] - EIg(x)]1 <
lEIS(Xn)] - ELhm(Xu) 8(Xn)]/0
↓ IThm(XnIg(Y)]- Eth(X 181x]/2

+ 15h2(x)f(x)] - E[g(x(])
⑤

① 118110 #1-hm(Xu)]
= 1 - Ethe(Xnl]

or heC(R). Don1

lim Ethm (Xn)] = Ethr(X]
n ->1

Repel :on suppose FLEH , Eth(Xul]
-> Eth(x1]



Donc

limsup ① = 1181 (-EthnCy
n ->x S

Pour : hr . fe ((Rd)
.

-

Donc ② ->0

n-
0

Pans ! ③ IIIfIly (1-thu(x)])
-

Ainsi,

limsup lEIS(Xu)] - ELS(N])n -> 1

< 2 (181y(1 -Ethn(X(])
Fr >0 .

On Suit r- 0 .



rappel : he() = 1 pour /E-

et on [ !
Ainsi
domine convergence

Ethe(x)]-> 1
1 ->x

leci conclut étope 1.

Étape2 : On suppose que
FICH, Elg(Yn)] -> Elg(N]
oùl'adhérence de t contient

G(RP)
.

On montre que ceci implique
VSEf
,
(RI)
,
Etf(Xu]-EtfINS,



C qui permet de conclure par
l'étape 1 .

Pour ala
,
soit fe((RI)

,

Soit E30 . Por supposition,
-g EH avec 118-gly ES .

Alors

IEIS(Xn)3 - ELg(X(31 <
ELTS(Xn) -g(Xn)
+ IE[g(Xn)] - Etg(x)]/
+ E[(g(x) - f(x))]
- 22 + 1[g(Xu)]- Etg(x(3/
-

-> O
n-> 0

car g+
&



Corollaire Soit Xn, X v .a.

à valeur
. Alors

(a)
Xn -> X esi FREZ,
P(Xn = k) -> P(X =k)

n ->0

Presse
-

# Soit RE ef
2

no8r:tak+

8rE(p(R) . Donc

[8r(Xn)]- E[8(X)]
Il

n+0
Il

b(Xn = k) y(X =k)



E =k

(m(x)
= 0zx

I1 si X = R

SiY= 0 ou 1,
ETY] = P(y = 1)
# On montre que
#f C

, (R), EtSIXul]+ EtfExig
Soit K le support de f

n+0

On remorque #Kn**
car K comport .

Ona donc

lEtf(Xnl]= [8(r) 15(Xn =R)
-

& Rezksomne
finie
-> [f(k)P(X =R)
n ->x REEK - = FIf(]



Applica#tonSoit en)
Alors Xn, Poi (t)

interprétation Bin(n ,1)T
représente le nombra de
succès dans en grand
nombre dessais 1)

-

une faible probabilitéd
agent

succe :
Poi(x) modélise des
"événements races"



Pera On monteque
FR,
et

P(Xn = k) -> C

n+3 R !

((Xn=k) n -k

=()((1-)
= n(n-1 ... (n -R +1) .

x
->⑳
R

-

& r !
->(

nexa((n-r)(n)) -())
- 1
-> e
n ->x

(développement limitéde Ille)
l'où le résultat



2) Application : convergence
des mesures empiriques

CXnIns, V. ce . id daared

Problème fondamental en
Statistique : retrower la loi
de XI à partir de la
dounce de X

,
(m)
, Xy(4), . . -.

(un "échantillon"( pour une
seule valeur de u.

Exemple Dans les sondage
,-

on s'intéresse à la proportion
de personnes dans lor



la population dont la
"paramètre" est dan A, avec
A variable .

Mathématiquement, il s'agit
de savoir si les mesure
-

aléatoire dite mescere
- (

empirique , n
-

+ 2 J
Xnj= j(a)

est proche de BX,
pour ng

rand



Théorème Soit (Xulus
,
une

-

Suite de Va .
ind das R&.

Pour we h et us
,
on

définie Mn,w Dan
Nin = 1 I X (u)

n
j = 1 j

mesure de probabilité sur
R!

Alors p . S ., Ma,w -> Bx,
étroitement
c'est à dire :

mis Vfe(p(rd, SfdMu,w -+J8dx
or encore

I
p . S

. VSESIr8(X;) TE)



Treuve Pomf((p(R),
p .s Eg(x)- EtSXn->X

par LEN

DDA (a (R9) n'est par
dénombrable : on ve port
pas échanger F8E(p(RY
et p.S .

idée tilisa restriction fonctions: v

tests-

Soit H c b
,
(RY) un

ensemble dénombrable
dense de 1

,
(Rd)



Lexercic : vérifier que da
existel

.

One

FICH, ps, 1ZBIX+ ETSIXT]
ni=

n+p

Hert dénombrable
,
donc

n - s FItH, (i)+ ESI
n-x

Donc

n - S Mua-> ↑ étroitement

per
le théorème de 1)

~
SD'rombrabilitee

rôle important en
jove ru
probabilités

.I



3) Fonctions caractéristiques
Elle sont très utiles pour étudier
les lois et convergence enboi
dan !
C sont des espérances de

v... à values dans C.
~

Si Z est une v .a . o

valae dans K
, lorsque
->FLIzI] <* (ktiyl=Vity2

on définit ,
Etz] =EIRe(z)]+ iEm(z]
un ent bien définie i&
IR(z)) /Z1

7 Im(z)1IE)



donc Re(Z)
,
Im(Z) sont

des Va
. réelles intergrables

Définition La fonction
caractéristiques d'eno va . X

= (X11 --
, Xd) a valeurs dans

Ra est la fonction
d

4x : R ->

définie par : Ver Ead
Yx(m) =E[ei24x)]produit

scolaire

= Etei(M,
X

,+... +

maxa)]



Demand
Debien définie car
i(

,X) = 1le

② Per théorème de transfert,
Yx(r) =Sei(,x) Px(dx)
est la triformée de Fourier
de Bx .

Example Soit X = Poi(t) .-

Calclor25 ex :

Yx(x) = Eteiux]
-

= 2 e
ink

ete
23
,0



= [keinm
>
,0

- 1
= exp)tein) 2
= etlein - 1)
-

Proposition X V... dan Ra
ex Vérifie Vue Ird :

①Yx(d= 1
-

② Yx(-u) = Yx(x)
③ 14x(m)11
①(4x(n + 4) - yx(u))
i < h ,X)

E Elle -11]
kneir &



et dans Yy est uniformément
continue see Rd

(en effet Eläch ,
X
_ 1 1]

-> o por convergenceh +> 0
dominée.

Cela provient immédiatement
de la définition de CX
In exoupes TRES important
est la calcul de la
fonction caractéristique
d'eno v.a . NCm

,03



Rappel 6Si XvNCm, 02) , X-

a demité expl-)To 202

· Pour ER
,·, bas

a +bx = N(a + m,o (2)
Théorème Si ~NIM

,
als

imm - o-u
ex(m) = e Z

Prene quitte à comider
on peut supposer m =o
et o = 1 : X VN(0

, 1) .

Come XI_X, on a
Vu= Yx(u) = (x)- u) /



-

donc re R
, Yy(M) = Yx(u)

donc Py/u) ER . Ainsi
il -2/2ex(u)=Se ↓ 2 ds

B Tu 2/2-x
= In Soscuee da
~

dée :

3(m) =Fsinte

R
on peut dériver sous S -2
can/-xSincesse / locke
Par intégration por parties,
on oblient



excel = -Scoss des

= - u(y(r) .
Avec yx(0) = 1 on obtient

Yx(x) = c 12/2

-

4) Fonctions caractéristiques
et lois

Senna On suppose X a
Fleur dans R et ELX0 .

Alors Dy est (2 et

&x(t) =Et eix+j = 2 + : EtX]t -



& ELX] En +oCt2)

Precue: montrou que ex ent
deux fuis dérivable.
On utilise un résultat

général d'intervention
dérivation et intégration :
ti : · +ER

,
F(t

, X/ ELl

· ps E +
F(t
,
X) est

dérivable

· 7 YEL' ta KtER,
12 F(t, X)) =X&t

alors - It Et FIt,X1]
est dérivable de dérivée



ELF(t ,X] .
Ici F(t

,X) = citY.
On elapplique deux fris :

( F(t,x)[(x)
(@ F(t,)) = X2 .

dt 2

Aimi ex(H) = iE[Xeixt]
I ex(t) = -#[Xeixty
ex" at continue par
convergence dominaS
ex(0) = i E[XT, Yx(d = -Ex



(↳ résultat s'ensuit sahIformule de Taylor
&

Remarq le ~
ma- & me

raisonement montre plus
généralement que si
X = (X, . - ., Xal est à valeu
daes Rd de carré integrable
alors ex : R ->D est etd

ext
k = 1

to (112112)



aux u = (e ,, . .., Md)
· Lorsque XELP on peut
calculer (P)(0)Ex

pour avoir accei àIEIXP]
-

Théorème Soient X
,Y v .a .

-

daes Rd .
Alors

Px = Py(X * Y)
ssi

ex =Yy (i .
e
.

Fu + Rayx(u) = my()
Prese : on le fact doe
d

pour simplifier les notations .



# On suppose X Y.
on sait que f avec S(X) or
Scy/E EISIXS] = ELS(Y)]
Donc Fut R,
#[eiux] = ELeiMy]

17 Il

Yy(u) Yy(e) .

# On Suppose 4x = Yy
Onmontre Px = By .
C'est la partie difficile.
Idée ajouter une petite-

perturbation gaussienne
Soit En N(0
,)C



On part supposer X. Y,Enlus
,1

définis sur le même espace
de probabilité
Idee Montres que Fra,
X +EnEy + zu .

(x)

En effet , si (8) est vrai,
alors En#0 car

ETER]= 1 -0 , donc
n2

X +En X

Dunc X+ z- (, X
(d)be même

a,
Y+ En->Y

Donc X = X par
(4) .



Montran X +EnEY + zu ·
(4)

Idee On prend Fo mesurable
-

et on montre que ETF(X+zn)]
na dépend que de 4X
Soit gg(x) =1 exp 1 - xz)-

- t
202

Ddemité de N10
,
02). 'après

le calcul de so fonction
caractéristique , on a :

(2)
So (3)=Seinsleen e

2π

FzER
Alors :

#[F(X + En)]



=E[S81/n(3) dz F(x+z)]
&

car En a pour
demité g1/m

= IE[(81, (3 -x) F(z)dz]
B

=SazFen(3-x)]
(Fubini)

Mais

grin(3-X)= Si tude
Donc par (*)

FudiniParabesque :



Elgen(3 -X)]

=

Seingutel tde

Conclusion
EF(X+ zn)]

=SagF(3)i gu(x)4x1 -2).
S

On a la même formule
ave ETF(Y + Enl] ·
Come 4yl-u) = Py) -u) FER,
on concent que
IE[F(X+En)] = EtF(y+En)]
Donc X +En Y+ Zu o



preuve orsez
délicate

,
le

sortant est leplus im
résultat :

Px = PyE)yx = Yy
Corollaire important

I
X 11 .., XR V .Q das R .

Elles
Sont E) Vu , - ., MrCR

EteiM ,
x

, . . . . iMRXR]e

= EteMX]
(G)

j =

E4(X
1. .., Xr)(M -

-,MR)

= yx , (1) . - - yxp(tr)



Presse
-

13 Si X11--, XR Sont #,=

on sait que
# [8 , (x 1 1 - .. 8r(Xkl]
= Et8 , (X11] -- . Ef(X]]
quand 8

,
(X11 , .., Sp(X)

sont intergrables.
On l'applique ici avec

fj(x) = gilj

# Si (8) et vrai, alors le
v- a

. (X1 1
--
,Xk) a la même

fonction caractéristique qu'ere



via
. de loi Px

,

Q ... PXR
Por la théorème on a

B(X
,.
. -

, Xr)
= 1x

,

Q ...Q BXz
Donc X ,, --, XR sont11.

N

Applications importantes
D XN(m , +,2)
y 1 N(M2, 52]

On suppose XIX . Alors
X+y (d) N(m ,+ my

,
0
.

2
+oz)



② On
suppose Wr Poi(n)

L
S

(d)
Poi(s) auc WrIWsL=

Alors Wr +Ws Poilits

Ainsi, une some de va
I gaussiones est gaussions,
une so me de V. O. I

Poisson est Poisson

CDA Faux si pas H
par exemple siX = N(0, 1)
Y = -X alors

S

x + y =0 * N(, 2)
Ceci provient du corollaire



et des formules explicites
· LeitN(m,07]

itm -a
=

C
-

2

· Et eitPoilh)] =
weit

(per exemple -

in((r + Vs)]Ete

= Eleintry #LeinWs]
rein- esleim-= e

( +s)(eim-1)
=

C
=Eteir Poiliy,



Mand X estRemarq 9-> valeurs dansune va d

N =30
,
1
,
.. 3 on utilise

souvent 2 a 8 unctiongénératrice
dequi est per finition
tièrela série en
b W

gx(3) = 2 p(x=H)z
n

de rayon de Convergenc
1, de sorte que

gx(eit) = Yx(0) .
On peut montres que



si XiY sontà valeur dan
N
& Xqysigx=gy


