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Cours 5 : Convergence
-

en loi

Plan : 1) Théorème de porte-montecar
2) Application



1)Théorème de porte-manteau

Exemple : Soit Xn va de damité

D (x) · n des (Xn :Tif([0,3)
[0]

Alors pour f + (p(R),

#[8(Xn)] = ngf(x) des
O

-> S(0)
n + 0

loiAir X
n+
X constante =0

MAIS
0 = D(Xn = 0)*) P(Xn- x



Ainsi
, Xn ** X * FB

↳résultat suivait
P(Xu (B)-> p(x)

précise pour quels B c'est
la Las .



Théoreme (Porte-manteau/Alexandray
Mn , pe mesures de probabilité sus R&
On a E) entre :

(1) Mr-> ↑ étroitement

(VfEC(9) , (Sdun+ SSdM)
(2) Ff : R&-I lipschitzieme bornd,
S8din -> S8dm

(3) Fa ouvert , limint Mn(G) > M(2)n-1

4) FF Serná
, limsup MulF) < MIF)
n-> 1i5) FB borélien awec ↑(B) = 0I

Y (B
=M(B)Mu(B) -> 1 V8 : R&+R mesurable borneS 6)

continue en -presque tout point
(M(E**: Fest continue enc(3)=1)
on a S8dM s S8dm



Premie : (1) = (2) dair car
-

reve fonction lipschitziere ↑

bornée est continue bornee

(2) => (3) ide : approximel
Pa par une fonction lipschitzieme
bornée

On pose fp(x) = min (pd(x, t') , 1)
->if so ↑ lipschitzieme-> Spert

lexercices
↑T E

↑ T
0 Sp =1

et SpY1= (lo suite 18p) esty)
Alors
lineing Mu(a) >, lining)Sp din
n+0 n +x

pour tout p2, l



Por (2) living Spdin-
(cer Sp lipschitzieme bore/
Donc

liningMusa) sup SSpdyen+8
PP

or SpY1f .

Donc par

convergence
monatora

euJSpdu =SBdM
= u(t)

3) => (4) on l'obtient en
utilisant (3) avec F ?



i
3) Fa ouvert , liming Mn(G) > ((2)

n- 1

1) FF Suré
, limsup MulF) < MIF)

5) B borélien avec u(GB) =0
Mu(B) -> p(B)

=M(B)

On montre (3) + (4) = (5) .

Soit B borélien ave M(OR) =0
Alors

par (4)

linsup Mu (B) < linup Mn(5) < MIB)
n+0 V n+0 II

liming Mn(B) > lining Mn(B), MI]
n+y

Or M(B) = MI)
Conclusion : tous les, , I sont

des = et donc

Mu(B)E M(B)



151 FB borélien avec u(bB)=
Mu(B) ->p(B)

=M(B) D= EXER:
16) Vf : Ra+ R mesurable bornée 8 non continuecontinue en -presque tout point
(M(E **: Fest continue enc(3)=1) enx3
on a S8dM s S8dm
On montre (5) (6)

, qui est
la partie délicate. Soit f : MER
mesurable bornée continue en

in presque tout point: M (D)=0

Quitte à écrire f = st-g-
avec ft = man (8,01, 0
et 5 = mar) -8, 07, 0
On peut supposer 870.
Soit K> 0 telque 08EK.
Idée : écrire SSdMn en utilisant-

Mn (quelque chose)



Por Fubini,
Mid =SEseiht Mulde
= S) S &Ess Mudes) dt
= SYMu(3x : + < f(x)3)
Soit At = Extr!: 8(x) <, t3.
Quation : A-t-on M(dAt) =o?
Non

,
mai on va montrer que

c'est le cor pour presque
tout

E ( pour le mesure de Lebesgue)
Poule voir

,
on remarque

que At CESErd : f(x) ==3
D



En effet
,
en ED et sixte

par continuité 8()t et
ei f(x) >t alors Skilst

pour s' dans un voisinage deO

x
,
et alors At

Airi
, si CedAf et D,

forcément f(x) = t .

D'autre part,
E=Et 0 :M({x= R1 : 8(x) =(3)
est au plus dénombrable.
En effet, Il y a au plus
↳ valeur de t pour lesques

M(ESER :gx)=+3) 7,t
R



Bilan (f(x) Mulde =Sun(A) &t
avec Az = Extr!: f(x), t3
etGAz (ECER!: f( =ESUD
Ainni
,
sit E,

MIGAz) [ u(3x=R : f(x) =t 3)
D
=O

= o con teE -

Or E du plus dénombrable,
dans de mescure de labesque
nulle . Donc :

· pour presque te [0, L]
M(0At) = 0 .



Mai alors par (5) :
·

pour presque tout+Elo,L],
MulAz) 5 MCAz)
· Nn(At) < 1 , intégrable
sur to

, L]
Par convergence dominée2

Soin (Ar) at SoM(At)et
11

S9(Mulde) IFabins

S8(x)Meldes



Enfin on montre
16) Vf : Ra+ R mesurable bornée
continue en -presque tout point
(M(E**: Fest continue enc(3)=1)
on a S8dM s S8dm
=> Mn+ u étroitement .

Clair con une fonction
continue bornée est
mesurable bornée continue
en pe-presque toutpoint

auf ! a



Pour vous le plus important
est sa formulation probabiliste
Remarqver :-
· Pour f: ⑫-R mesurable
on peut montres que
EERP : f continue 3 est
bien mesurable dans Rd
· "O at ps continua enx"
veut dire

ICEWER : S est continue
en X(w(3) = 1 .



theorève On a Es entre :
lui

(1) Xn+> X

(2) F8 : R + R lipschitziene
bornée on a

EL8(Xu)]-> ET8(X)]
n -y

(3)F ouvert,
liming B(Xuth)>, P(xtr)
n+ 0

14) FF germe
linsup B(XnEF) < P(XE#)
n+0

(5) VB borélieu to BIXEOB) =0,
P(Xn+ B)- B(X(B)

n+y

6) VS : -R mesurable borna
p .S continue enx

, Etf(Xu1] -#FIS(X]



2)Applications de théoreme
teade porte-men

Rappelons la notation
Fx(t) = P(X[t) pour X

va . réelle : Ex est le
fonction de répartition

Rappelerque, se la loi deX
X

· Fx a au plus en nombre
dénombrable de discontinuités
(Ex est croissantel. En
particulier ses points de
continuité sont denses dans
R



Thorème Soit Xn, X v .a.

lo ;réelles. On a Xn + X
si

Fxn(t) -> Fx(t)
n+>0 D &

+ER point de continuite
de Fx D DDDD
"

↳ pointdecontinuee aen
Exemple Xn = 1 x = 0

nn+x

Ve ((r), ElS(Xu] = Sch
= ETS(x))



EX
--

FXn
--

M
I
↓

On abien Fxult) + Fx(t)
pour tout t to
-

Cet ce n'eut por
le car

pour t=o)

ThéorèmeSoit ,e et- lo;

si

Fxn(t) -> Fx(t) Dn+>0 A A
+ ER point de continuité
de Fx DDDDD



Preeve de théorème
# Si Ex est continue ent

,
on

a P(X =t) = 0

en effet P(X=+) = Fx(t) -Fx(t)

En prement B = 3- 0, t]
ond GB = {t3 et
P(XEGB) = 0
Donc par porte-monter
p(Xnt) -> P(X[E)

n+y

1 On suppose
P(Xn(t)- B(x(t)
Et tel que T=+= 0 .

Ou montre que Xns X.



Ou montre que FTER ,
linerep B(Xn=t) < P(X[t)
n+ x (d)

et liniuf P(Xn< t)), P(X(E)
n+0 (Y8)

En effet , si once (4) et (84)
on aalors
G de la forme 30, b [,
living B(XnEE) > P(XEE)
n + y

Pour montres que c'est vrai
Vouvert G

,
on utilisejuste

le fait que tout awet de R
union dénombrable d'intervalle
ouverts .



Montran (4) ((44) est obten
de la même manière) .
Soit te R .

#bleve : Ex n'et pa
forcément continu en t
C sideut le cas (4) est une
= por hypothise)

idee approchent par un point de-

continuité

Soit at reu point de continuité
de Ex . Alors
linep P(Xnet) linmp P(Xnx)
n+0 n+0

= P)X(x)
par hypothèse



caci ent vrai Fest point de
continuité .

Or fait renc xxt
(possible con les points de
continuité sont deuses)
B(X(x)-> P(Xt)

4Xt
d'ai (x)

,

-
hin Suit XO etApplica

(Xn/us
,
rene suite de Va . To

Xn ~ Geometrique() .

loiAlors n
-> Exp(x)



Preme Soit X ~ Exp(t) . Come
-

sa fonction de répartition est
continue

,
ilsuffit de montrer

que FER,

P( (t) -> P(x),t)
n +0

· Pou + =0
, B(Xnc,t) = 1

B(Xyt) = 1

· Pom -30 :

N xt) = P(Xn > intL)
inti-1 (XnEN)

= (1- )
Crappel : Bl grom(p) >k) = (1-pky



Aimi

P(xt) =

exp((tn+ -1)() - ))
= exp)(a+ +0(k)(1 -G+o(t)))
= exp)- +t +04)
-> exp( - +() = P(XX,t)
n
+

y

N
Proposition Soit (Xulus, dedV- C

. dan R et certure
constante. On a

D
Xn esi Xn->



Pre :1) On soit que la cu
ev proba implique la cren loi
#D Soit 30 .

Soit B(C
,5)

la boul ouverte de rayon &
centrée enc. . Alors
B((E)" =SER : (x- c723

est fermé
Por Porte-manteau

,

lim P((Xn -cy)
n+
= limp B(XnEB(C,d)
n+
7

< B(ce B(c,2))
= 0

N



Proposition(principe des lois
accompagnantes)
Soit (Xnin)

,rad .

1 (Yalns1 X des via.
dans On support

(d)
L· Xn-> S

· IXn-Yn/* 0
Alors Yu X
Preuve : On montre KF feme
-

linsup P(YnEF)[P(X =F)
n+0

Soit EL0
.
Notom

F" = [xRd = d(x
,F)[23

le E-voisinage fermé (exercial
de F.



Alors
EsEP(YnEF

= P(YntF(Xn -Yu(53)
+B(YntF(Xn-Yn) >3)
-> B(XnEFE) + P)(Xn-Ynks)
or livrp D(XntF3) = P(x = F3)

n+>0

Len Fr ferné et Xn
(d)
X->

et p) (Xn-YnkE) -> O
n+7

< IXn-Yn/ 0.

Conclusion :
-

liumpp(YyfF)- D(Xt F(
n -37
On conclut en remorgvant



que p(X(FE)-> P(X(E)
car F fermé .

Eto

-

Théorème/Leume de Slutsky
Soit (Xn)

, (Yn) , X des Va . dan
Rd

. Soit Ce rouna
constante. On suppose :

Pui
· Xn- X

B enloi)· Yn-> c Cou

Alors (Xn
, Yn) -> (X, 2)

D D DEn véralge (a)Xn(, X , Yn + X

# (Xn
, Yn) (X, Y)



En effet Menous N =N(0,1
Xn = Yu = N

X = N , X = - N.

Alors
a)X

, yn XXn->
mais

(Xn
, Yn) = (N , N)
-> (X

, y) = (N ,-N) .Ts
Le théorème dit que deet
le cor lorsque une des
variables aléatoires limite
est une constante.



Théorème/Leume de Slutsky
Soit (Xn)

, (Yn) , X des Va . dan
Rd

. Soit
&
uneCER

constante. On suppose :
Pui

· Xn-> X
B cor enloi)· Yn-> c

Alors (Xn
, Yn) -> (X, C)

Preme Or va utiliser
-

le principe des lois accompagnates
· (Xn,)

loi (X
, c)->

on applique le principe de
composition avec le fonction
continue
R + R*xp
u 4 (x , c)

· 11 (Xn
, c) - (Xn ,Yall= (Yn-c



> 0.

S

Exemple Suit Xn , X , Yu
-

des va. réelles , a ER avec
a 70. On Suppor

(d)
· Xn +> X

B
· Yu -> o Cov en boil
Alors

* *
Ch

En effet, per slutsty
(Xn

, Yn) by (X
, a)



On a envie de composer
cette convergence en loi

per 8(x, y) = x-
Y

Problème : Y=0 ????
Idé appliquer le (6) da-

Porte-monter . Soit y continuabornée

Soit 8ky) = (87) six+o
o siy=o

Ou remarque f est
p-s .

Continue en (X, a)
Donc per porte-monteur,
#[8(Xn ,Yn)] ->#Ig(X,a



Donc

tg()] Ig(

Dans .a
Intérêt de leure-R
Slusky Don une

convergence en loi
ave beaucoup de
variables aléatoires,
remplacer une variable
déatoire sor lena

I
Veconstam si elle



elle converge en
probabilité Ver atte
constante , et a
&aus changer la
limite

(dos l'exemple on
a remplacé Yu para)


