
Cous 16 : Exemples
Plan : 1) Quelques modiles

2) Liens entre probabilités et équation différentielles .

Ce demier cours est moins formel , son but est de domes du
contexte pour

illustres en quoi cequan aves en cours s'inscrit

dans un cadra plus large .

1)Quelques modèles
a) En mécanique
L'évolution d'un ensemble de points matériels de position est
régie par la loi de Newton

:

mjc =F(x
,
x)

si représente la vitesse
i représente l'accélération
m- la masse supposée constantes
F(x)- la force qu' s'exerce, qui dépend de la position et de la vitesse

On a ve qua peut se remeer à reve équative différentielle
cords 1 Plincomme (2) : i = v

i= F(x
, v)

Quelques exemples de forces :
· pour en pendule ave we mars m:e MATI Lerde,
F(
,v) = - mo link) - kv

E
avec y accélération de la parateur

,
l longue du fil , 12,0 coefficientie

Grottement visqueux



la force peut dériver d'en potentiel : F(x = -V VI). Dan ce car, on a
en système Hamiltonien : en posant (a , pl=(,mul et H(9 , pl=milvIXe,
le système seréécit

i =&(a, p)
OpE=

C'est un système qui apparaît très sovet

2) En électronique
En notent Ile courant qui passe don ren conducteur et t la tension
entre deux noeud , on a les lois

Résistance : - WERI colun
R

Bobine : emo W=L Faraday)
L

Condensateu:110 I=C Capacite

cequi amère à des équation différentielles
3) Dynamique des populations
Les équations différentielles ordinaires sont très utilisées pour
modéliser l'évolution d'une population . Un exemple est
domé per les équationde Lotka-Volterra , unmodele de type
proies-prédateurs :



N
°

CH)= N(t) (a -b P(t)Spi = PIE ICNC-
· tesentelafactiondeprédate

e

ou les proces
· N(t) proies

·bo- de prédation
· <O
-> de reproduction des prédateu

·do de mortalité de prédateurs.

On observe que les solutiosemblent périodiques , restent 0.

Un outre modèle est le modèle SIR , régi par :
s'(t)= - pS(t) [(t)
IH)= BSIIIt) -FICH
R'(t)= j=()

de B30 , 70 :



Interprätelicen :

slt)resente
la fraction d'individus sains à l'instant

ICH malden-
R(t)- guéris

-

· B représente letaux des infectionsentre malades et guéris
· j
- le taux des guérisous-

Cinétiquechimique
Considérons une réaction chimique sur trois espèces : Ys Es ya Ey,y
L'évolution de la concentration (411 , %a) des 3 espèces vérifie :

Ye(t) = -k, y, (t)+ k2yz(t)

EY2'(t) = R, Y,(7) -RYzIEl +RyYs(t)Ys'(t) = - ks Y3(t)

Dans ce gene de problème on observe typiquement de grandes disparités
dan les coefficients bi . Ily a donc des échelles de toups très différentes :
il faut entenir compte pour discrétiser les équations de manière efficace.

5) Météorologie

Lorenz proposé en modile atmosphérique trei simplifié qui
possède un forte semibilité aux condition initiales" :

x(t) = c(y(t) -x(t)

y'(t) = 2x(t) - y(t) - xt)z(t)
z'(t) = x(t) y(t)- by(t)



On observe que les trajectoires divergent trè vite par deux
condition initiales trei proches.

2) Probabilités et équations différentielles
a) Processus de Jule

Soit 1> 0. On comidère un individu qui donne naissance
à un nouvel individu aux temps E, E, +E ,

. ...
- o (Filiz

, S
sout iid Exp(1) . Les nouveaux individus font de même

En
- ---
-

EpisZei
O
~ note in le nième temps denaissanceau
On admet que (tn-Tatiny

,

Sont# Ove In-Th Expr)
ToO

I

luci provient de la propriété d'absence de mémoire de la loi exponentielle
et du fait que si X-Expia), Yeexply) et XHY, lors min(X,Y1NExp(t+H/



Alors en notant X(E) le nombre d'individus présents à lliveteutt
I

on a B(X(t) =n) = ett (1 - e
++/ (Q /

En effet, notors Pn(t) = ((X(t) = n)

On a B)X(t+h) -X(t) =0(X(t) =n) = ((Exp(tu) >h)
= et= 1- thn + oh)

On vérifie de même que
Bx(t+h) -X() = 1 (X(t) =n) = Xhn +o(h)
B(X(t +h) -X(t) >2(X(t)=u) =oh)

Alors

Plath) = IP (X(t+h) = n)
=> D(X(tthi=n(X(t) = u) + B(X(t+h) =n(X(t) = n +1)

x Pn(t) X Pn-c(t)
+ g(X(t+h) = u(X(t)(n -y

= (1-thn + oh)) Pult + (thcu-1 +ah) PryCH toChs B(XCH) <-

En retranchaut Pult
, en divisent par het en faisant

n- 0 on obtient

1 P(H) = (n-1) + Pny(t) - n+ PuCt)
dt

C système d'équations différentielles se résout et

on obtient (4)

b) Chaînes de Markov
Pour tout it, soit (Pri) =ez un mesma de probabilité

- i
,jtzSu and pi, o V



On comidire une marche aléatoire partant de o telle que
Si on est en i, on soute en j avec probabilité pij . Formellement

,

(Su/no estse suite de va tei
(1)So =0

(2) Kuxo, b)Sn= in /Sn = in...., Si) = Pin
,
int

Fi, - -, infitz.

Cleut un cas particulier de chaire de Markov

Alors
p .s. (Sulno parse une fraction positive de temps enc

Es 7 V:-R+ 17FC fini, Tes te Vie

4)EpijV1j) porieF

(2) ZitzPiV(i)VIi)-E pour F

Il slagit d'unencloque probabiliste de stabilité
(théorème de Foster-Lyaponov
Intritivement

,
la marche et "poussée" vers F.

&Percolation
Soit peto, i] .

Dans
,
on gande chaque arte avec probabilité

1 et on l'enlève siron Cor le fait indépendamment pour les orêtes
Cet un modile de percolation Ou se pose lequestion de l'influence
de paramètre p (existence de chemins infinis, etc).

z
On se place sur M= 20, 13 Coimète absente,
On dit que AC & est croissent s'il

I: ache présentes

reste réalisé sion ajoute des arêtes



(par exemple A=3- composante comexe infinie3)

On dit qu'une arête e est pivotale pour A si sause .
A n'est pas

réalisé etavec e Autréalisé

# zmehepivoteas

A = E aller de gaude à droites

Théorima (Formule de Russo
Soit A un érévement croissant qui ve dépend que

d'un vombre

fini d'arêtes. Alors

Bp(A) = #[ nombre d'arêtes pivotales pour es

Ce résultat a été intensément utiliso por Hugo Demin-

init-Copin et coauteur dans l'étude de la percolation
d) Modèle SIM Stochastique

On considère le modèle suivant à l'instant +=8
, on a

S . In In individu saim)

E = 1 (1 individu malade)

Rj"=0 (0 individu sain

Soit +o



Puis
1 Sn

s
In , Rm) = (S - 1 +1, Rn)

Savec proba proportionelle à SI *

produi
(S, Ra aux proba perpationale

a Im proce=
It

Interprétation : · infection entre 1 individu malude et individus sain à
taux I

. guérison d'en indude malade stauxs.
Simulations : évolution de (E: >1) pour 1 =2

M
n = 1000. = 50 dor

On peut montrer que:
⑧ Lorsque 11, le temps d'extinction converge en loi lorsque n+1

⑧ Lorsque ty1 , avec probabilité so l'épidémie ne s'éteint pas en tempsV Y

fini , et alors (Sut :E0) converge vers (g(t)) +>0
·

où g
ent la solution de

&
j'(t) =-
g(0)= )

C'est le notion de limite fluide .


