
Analyse IV - USTC

CoursIy : Flot
,
stabilité Igor Kortchemski

Plan : 1) Application du flot-

2) Équilibres et stabilité
3) Stabilité por linéarisation

1 Application du flot
On comidire déquation x(t) =f(x (1) anes 8 : 2+ R"de classe c 1

.

On rappelle qu'ar note telo) la solution maximale aveca = do et Ex
son intervalle de définition.
Posan 2 =E(t,)ERX1 : teIx3
le domaine de définition de (4,14 4

Rappel :-

Théorème (flot)
D Det ouvert
② p : D-R" est de conse1

(t,)+ ¢((x)

③ On note Da Pf) la différentielle de P par rapport à x au point,
matrice de Un(RI

,
et Das la différentielle des re f( du point a vue

comme matrice de Ma (R) .

F(t, ) ED & Dxk() = De78 Da Po(x)&tS Daldl) = Id (40(x) = x)



Reque : Ce théorème peut être appliqué à des équation différentielles
à paramètre . Por exemple si a (H = 8x(x()) ar 81 : 2 +R C ?

On pose f(x,X = 2xK) et On suppose que (x
,
++ S(x

,
1) est(1

Alors x(+) = fxk(+1) s lit x(t) = f(x(t), t)S x(t) = 0

qui se récid X(H) = F(X(t)

ance X() = (i) F(x,H = (8):

Application Pour en champ de vecteur g :
rtR"c1

,
en notat

SCM = (8 , 11 , -., Infull ,
la divergence de fest définie par

div f(x)= (x ++ On (x) = tr D
Ten

Soito le flot arsovie à scH =SHI) .

Soit teR, ACR" mesurable vel que de soit défini sur A

On suppose divf =0 .

alors Vol(A) =Vol (PHA)

Preve Por changement de variable-

Vol (C(Al) = S
Pt(A)

dleb =SidetDI deble en

Or DeP I D 8 & Def(x)¢t(x)W
de welle

Ou en déduit
que

tit det Dr+ ) est content

en to il vout 1.
-



2) Équilibres et stabilité
On garde eléquation slt =8 (1) aves 8 : R+ R de classce

IDéfinition
Un point votr est un équilibre de cilt = scell si la fonction

constants act) = do est solution, a qui est équivalent à Sold=o.

Douaces
,
l'orbite de so est 2003. D'un point de veu physique a correspond

à un "ébet d'équilibre" : si en objet y est ,
il
y reste

Définition sen équilibre ent stable si Valo
,
7ioU 1191118.

pourt I DR+

Remarque Enchoisissant20 tel que(4)Cr, ou voit que alle Blo, a)

compact+E Fe & R+. D'après le théorème de sportio définitive de tout
compact cela implique Fx1R+=R : dr) est défini pour tout0.

toliquement stable si it estDéfindion - Len équilibre et (localement) anymp
stablet 7 V Cr

voisinage
de clo tel que Faev, q+(x) -> To

· Si v =R
,
andit

que es et globalementaymphatiquement stable
Ainni

,
deu le

premier cas
,
toute solution proce de l'équilibre en rete

produ et de plus converge relini

Do le cor linéaire
,
clutilisation de la réduction de Jordon et

l'étude des solution qui en a suivi punet de montres :



Proposition Comidération l'équation sit =AalH ave AtMn(R) .

· Qutun point d'équilibre stablessi VXESp(A) =Evalues propres de A3 ,
De (1) 10, et si Ret =0

,
les multiplicités algébriques et

vergeometrig sont égales
· O est un point d'équilibre symphotiquement stable si KXSp(A) on a

Reto

Exemples (portraits de plas

L

⑭
A = (d) A =(i)

O stable mai non Oamphotiqueenasymptoliquement stable
3) Stabilité par linéarisation

On revient à eléquation slt =86(t) aves 8 : R+ R de class c1

Si no entun équilibre, nous allou voir que
éétude des valou propres de

Afcad permet de caractérisa la stabilité de l'équilibre

Théoreme istabilité de Lyapornous
S KeSp(Dfco) on a Re(XI20

,
alors no at

enymphotiquement stable



Remarque La condition ent suffisande mai pas nécessaire. Par exemple,
2 y (t)=cy(t), ora DJI =0

,
man la solution ave y (0) = yo

et y(t)= to, qui converge vers 0 quand ++3.

PLance : Quitte à faire une translation on peut supposer so

Posom A =Df(0)

de exp(tA) obtema par réduction de Jordon
montreque
- toto etA -0. Soit donc0 telque Ilettll = (e Keyo.2

E+1

I
Soit 20 relque KXESp(At, Rel) <-o. In forme

>

Enivan slt) = A ce(t) + 18 (1) - A xtl)
-

I g(x(t)) .
avec (1g(x)() = o (1)x())

Daprès la formule de Duhamel,
x(T) = etAx(d ↓ +A g(x)) deSo

Soit et iso hel que AgillE1101 pour lix
5.

Vérifian que (lalle Veso (kI5 .

Por l'absence
,
soit to infEto : (lx(t) 1) > 53. Alors por

continuité Ilatoll= 5
, mani

Ilx(to1) <Il e*
17 Ikcal + Sotopes A 111gK11d

& Cett(11911 + SoCetso Ell(s)I) de

Donc loll o+5Si e
Z ~
5 115

Absunde .



Premous ainsi (1911 .
Alorsho

,
Ilackli

,
don Il glah(III Elait) Il.

toOn en déduit qu'en notant
y
(t)= 11 alt) Il e on e don

par formule de Duhamel

y(t) - ((x(01) + CSoyes) de
On utilise alors la venion suivante de leure degramma vue précedement

Seure de gronwall On suppose,
: 59

.
33 +R

, 8 : [b] - Be+

himma
, <co b y(t) c+ iSayside por tetab)con

Alors y(H) <C exp)c(t -al)

Aimi
, y(t) - CIKIl exp(CEt (

-I
Aimi
,
#70

,
luHilIE (Ile e-o carEC

CEt-tor

- t+0

Théorème (instabilité de Lyapounous On suppose 86d =0, (t)=f(x (t) avec 8 : /tiRC" et

5xSp(Ds8) ave De(x)20.
Alors O n'est pas stable .

Precue
.
Comme avant

,
or peut supposer 10 = 0

.

Soit A=Dofet o = infERe(t) : XtSp(Al, Rex> 0320.

Etopet : transformer A en matrice plus simple
Por réduction de Jordan dans & on peuténire B= P"AP ave PEGIn(G) et

B =10C au B
,
+M

,
(4) blocs deTordan correspondent à XESpla)

aux Re(t)0 et BrEMq(e) blos de Jordan correspond à XtSp(A) avec Re()0.

Quitte à faire un changement de base
,

ou peut supposer que les coefficients
au derves de la diagonale valent D

( per exemple si B= (*) dans le base (ex--, en ,
elle devient (2)

don la base (es
,yez ,

---, y er))



On suppose< .
Soit2

Orécits (t) = Accht) + g(x(t) avec g(a) = 8() · Ax

En posant y(t) = P"xH)E" on obtient

y ' (t) = By(t) + h(y(t)) avec h(y) = Pg(Py)(Y)

Pour ( = (6)
,,

--

, PulE4, on pose N(x=RR
Come fat eth=o

,
soit soso tel que Ilh(11IEN) pour Hall -to.

2

Étape 2 On raisone par
l'absurde en supposant O stable

. Soit 520 tel que
11 (15 -> FEso

,
11111 < Go . On Choisit col= (0

,
0 ,

... 10
&

Onémit ylt= (i) et h(y) =C) de sorte que (2) devient

E y
: (t) = By y ,(t) + h , (y(t))

Be=p) (
-2 92

y :(t) = B2Yz(t) + ha(y(t)) .

avec

+
p

= o
où Relil, o et gi = oory I

où Ret'il toet De =

ooryL'idée ent de considérer Rilt) = 118 . 16/12 et Relt) = 11 Yzk)/lz

· On a Ri =(,Y) doncR=,y) YH =Re ,Y

les rece réteune/i = 1~-

en module-:12Et 1:1 Clouchy
-schwag)

Luchy schwarz < D Milt)
1 Le Femel < 11 h

,(y(H//cRitz)
< 2 (Ri(t) +R2(t)( R i (t) .



En utilisant Pe(z) -131 pour geG,
on obtient

2 Rilt) R , (t) <2 R, KR-yRiltR - -(RiCH +RaCell Rict)
Aimi Rit) <

, (0-

y
-2) Rilt-ERult)

· De même,R= 2Re ((BaYzC, Ya(t) + <h2(y(t)) ,yz(t)))
9

=2
i(ZRNDlSecti = 1

Aimi R2(t) < ( +3) R2(H) +ER
,
(t).

Don en notent R(t) = Rilt)-Rz(t,

RICH = Ri(H) -RY (t) <, (0- y -22 (R. (t) - (y +22)RzCt).

ER(t) can < etE

Il en découle que RI) -
+r
,
absurde calylledo +30.

t+1

a

Résumé : x(t) =8((t) aves 8 : R+ R de clasac1
,
soit co équilibre .

1 .Si Sp(DS) ReCX co
,
alors do est esymphotiquement stable

. Si JxESp(DSHO) Re(X0, alors no net
pos stable.


