
Cours 13 : Exponentielle réelle, flot
Analyse-Si

Plan : 1) Calcul de l'exponentielle don MnCRI
2) flots et portraits de phase
3) Régularité der flot.

1) Calcul de l'exponentielle dans Un(R)
Rappel Théorème de Jordan Soit AfMn(R) , det (XIn-A) = (X -+

,) .... (X- tr):
ejidim Ken (A-tiln) .

I PeGn(e) Ag Pa précit

par blocs Ap =
(**.+r) avec TitM.

CC) de la forme

Ji =( ... e ) as Jim =() blade JordanI
dim Ken (A-tif - dim Ver (A-iIn)

d - 1
(Y)

de taille Ni
,
REE??, ..,Pi3

. le nombre de blos avec ti sur la diagonale deteille, dest

Théorème deJordan dans Mn(R) Soit AtMn(RI . Notom t, .,
tr see valeur

propres .
On suppors que...., +s ER et Ast -- trE.

79f[In(R) tel que
↑

gagsi
Te

on J, ...,
Ts out be mème forme qu'avant1(
di -bj10J

bi Aj ①
I

J

et 51 =( ... sei) où J
,
r =( a -bj10 (

et les ajtibj sont les vales propres non réelles deA

↳

90



On donne juste l'idée de la
prese :

#1 :
pour tiER ,

tretti sont value propres ,
et les tailles des blos

de Torden pour cen vole propres sont lesmamer par 18

can Vd>,1
,
dim Ver (A-t: 1 (9 = dim Ver (AiI) dR

Étape2 On regroupe les blocs de même Bulle correspondant àtietTi
↑

Vérifious que la matrice

I
Faison le sur un exemple

= dem Ver (A-Fild)d .

a + ib1

M= 9 a + ib rest être conjuguée à(
O

O

&a - ib 1

0 a- ib

M= Cabaet (
En effect , por permutation de lignes et coloma ,

M peut être congugée à

O a- ib 8 1Latibo ) Mais La
on

(00 aliboil

Sif ent le matrice de (atib0) dans le motric conomique ce en sy

la matrice de f dans la bar (9 + e2
,
i(e

,
- en ) est ( *)

Or conclutave h lure surivant :

heume Soient A , B+Mn(R) et PfGIn(e) ta A = PBP! Il existe alors

GEEIn(R) bel que A =QBQ



Drene- Noton P= U + iV De AP = PB il vient AN =UB
,

AVEVB.

E Ainsi P(E = det (N + tV) et un polgrôme non mul en t=i.

On peut donc trower to ER tel que Pltol =0.

A
I

lors & = Wthor convient

-

Corollaire Soit AtMnIRI
.
Toute solution de slt) =AccH) d'évit sous la forme

x(t)= Zei/(os(it) dir+Sin(BitbiR12

on Xi = Peltil , Bi =Fm(til
, Air ,bie Ken ((A-ti)

*
).

Prome C'est une conséquence de la décomposition de Tordan dan Mu(R)-

combiné avec le fait que

exp)-b) =e-sil, ( ver an cours devien

g

On en déduit le comportement asymptolique des solutions.

Un cas particulier intéressant est lorsque At Un(R) est diagonalisable dans
C : alors tous le blocs de Jordan sont de taille 1 : m = 1 dans (2) :

Proposition Soit AtMn(R) une matria diagonalisable dan UnC) .
Notom... ,p ses

valeus propres .
Parmi les solution de slt = AcH) :

· E= Ken (A-R = SxER" : TH) -> 0 exponentiellent vite 3
Meltiko

7+0

· E =⑦ Ken(A-tinIRR" = Ex(o) ER" : xIt) exponentiellement viten
Reliko



EVe(A-Intr Exem. to et perodiee
clovebornd)3

2) Flots et portraits de phase
On comidère maintenant l'équation x'HH =Sk) avec

8 : 1 - Rh C1
,

dus rc Rowert
,
dite autonome : fre dépend pas

explicitement du Temps (on peut étendre ce qui suit au cas non-autonome f(t) = flt,t)),

mais on se restreint au cas autonome pour simplifie

On dit parfois que f : r + R est un charp de vecteurs

En ticulier les solutions sont invariantes par
translation du temps : sipor

est solution ,(to +.) C'est assi : on pourc se limites aux conditions
Initiales act=o.

Définition Poucer , notar th tud la solution maximale
dexH = f(x(t) et Eco son intervalle de définitionEs (0) = vo

L'application (t,x) & 11 est appelée flot duchamp de vecteur ft

Cou de l'équation n'=f(x)

Par définition , acfié +17) vérifié oPa = S( P+()

Pour une étude qualitative de l'équation différentielle, il est important
détudier plutzt of : et P(x) at fixes. De façon imagée, Pt) est
la position à llimitante d'un corps tramporté par l'équation différentielle qui
setrouvait à la positions en tro



Example Lifect linéaire , 8(x) = As avec AEMu(R)
,
le flot est donné par l'exponentielle :

&+(x= ex pour (fx) ERXR"

Aimi le flot généralise l'exporentielle de matrice, et possède des propriétés
similaires :

Proposition Site Is , theFP /
alors titzisetPar

En particulier , si tEF , ¢-1 (d) =x

D

S
I: t PG) est la solution maximale valent P ,

() ent =o
, e

qui est la définition de t Pt( Pt,
(4)

s

En particulier , si Ex = R FCER) on det que f est un chaup de vecteur complet,
alors (t,)t 1) ent défini sur RXR et on a:

· ¢ 0 % =P+s

· P-0 ¢t
= Id

· 60 = Id

· 4 = 80%

On étudiera par tard le domaine de définition et le régularité de
(tp)> debd

Définition L'orbite d'un point cote et l'ememble 0xo =P(0) : +E Exo 3,
aussi appelé trajectoire passantparo. C'est la courbe tracée sur r per la

solution maximale de Se =All

= xg



L'invariance
per
translation implique que Face on a Ox=

co :

deux orbites distinctes ne perent pas se croiser

La lition de 12 en orbites est le portrait de phose des chaup de vecteurspar
On ghrome 3 sortes d'orbites :

· des points : O = EPo3
, qui correspondent à des points fixes de de

· des courbes fannées. Zalors dan l'orbite et+covel que l =x. Alors

& ++(x) = 4+) Et m : la solution maximule +H& etTpériodique.
On parle d'orbité périodique

· des carbes ocrates Lovecfa) Es(1) Si set .

Exemple Soit AEM2(R) . Supposan que A a deux valau propres réelles , et ta

Décrivan le portraits de phose possibles en utilisant cequi a été fait don
1) . Notam E= Ker(A-t,121, EVe(A-12Fz)

*-
t, co ↓,</2 Octi2

EX,y g

E Ma,
E

tichc
o = +

,
c +
2



3) Régularitédu flot
On camidère hojar l'équation slt =f((t) aves 8 : R+ R de class<1

.

On rappelle qu'ar note telo) la solution maximale aveca = do et Ex
son intervalle de définition.
Posam ( =[(tp ERX1 : teIx3
le domaine de définition de (4,14 4

Rappels. Une fonction f : -P avect ouvert de différentiable en Et si 51 :R
* -R

linéaire telle que f(x +h) = S(0) + L(h) + 0(1h11) .
On note DxoSCh) = LCh)

, qui peutetie ver

comme une matric de Mpn(R).

· f est si D8 : U + L(** R) est continue

- Dof

· Si f et y sont différentiables, Dalfog)(h) = Dgif(Dach)) (*)

Théorème (flot)
D Det ouvert
② p : D-R" est de conse1

(t,)+ ¢((x)

③ On note De Pf) la différentielle de sP au points , reecome matric

de Un(RI
,
et Dis la différentielle de &(0) au point se vua comme matrice de Ma (R).

F(t, ) ED & Dr() = Dec 8 · Da Po(x)
&tS Daldl) = Id (40(x) = x)

At

Exemple ricilt) =Acc
, Pf(x) = et avec f(x) = Ax

.
Alors DeP = e

, Daf = A

= A . eAtet on a

bienet-InI



Exemple dans I
, 8(x)= 2x0

, f(d) = 0
.

La solution de (y(t) = S(y(t)) est Ye(x) = = + +x

11 x1)

y() =x

Vérifions que Dr (n) =Dec & (DP) (n) Fler avec
,n=

On a Daful =-
En effet , f(x +n) =

x+h
->2xh) + 141)

= i(x +h)(2+>tox
-
Vx+h

,
a+h)

= (xth)(1 - p ,
h) + oCh))

,

d'où le résultat.

En choisissant h tel que, h) =0
,

on a alors:

· DY+(h) =( ,ht+h=
· Dy8(k)= 1

=+
On trouve bien Do) Ch=all

et Da8)DR)(h)=(
Illustration :

er(x+h)

athpet
·

x ↑
(Da (4+

(x))(S) : S, 0)

son évolution est régie par DJ le long de (47(x), o

Intuition de la formule Si ou peut interventin D et :
par (x)

w

Data) = Da(x) = Dx8( p+(4) = Da(f - Dx(+(x)



·
un

↓abb
Notan Jt- , Ext l'intervalle de définition de tH Yoko). Soit de Jt-

,
02 et b = St ,

t
+ [

D'après le théorème de dépendence continue des solutions
per rapport aux

conditions initiale
, 7120 ,

130 tels que

① Ky = 5 (s
, 3) ( [a

, b]X1 : 118-4sll = 13 est un compact inclus dans [a
,b3XZ

②Ver tel que 110-clley , SiYs(x) est défini sur [a
,
b] et vérific :

FsEto
,
t)

, 114s(110)- Yg(l) = e

LS
11x-Coll

·② montre déjà que est ouvert

montrer que
② P+(x) est

2

③+ &f(x) est(2M③ : On s'intéresse à Ps(x-PS(0) pour proche deco .

L'idé est de considérer la fonction T(y) = f(y) - Df(40) y
pour y proche de 4s(0).

-It

Tout d'abord
,

si llx-coll Ye , on a Set 0
,
th 114(-101*

et Ky - [Ps(0),Sk], (s, y) - Ky
On rappelle
Inégalité des accroissements finis

[0,b] = Set +1-+b :Eto, is 3 C0 ·

Alors (lg(b)-g(e)11 < wep 11D. 811 /lb-all (dan to
, +33)

xt[a
,4]



On l'applique à Tsur [Ms (40) , 4s (23] :

11 +(4s(0)) -T(4s()))) < eup 11 Dy8 - Dyskid811
: 1145410) - es(//
~

y ( [9s(x(0), 4s(] Cett (x-o

Mais pour y e [4s(x), 4 (] ,
15

, y) E Ky
.

Per uniforme continuité deD8 sur by 18 est (5) ,
on a donc

sup Sup 11 Dy8-Dyso8 11 - 0 (x)
x ->40

02 S-+ y ([4s(30), 4s(x)]

Ainsi
, +(4s(x))

- T(4s ()) = bls,) avec b continue et sup bisc = o (lk-Yo)
0 IS It

Y

8(4s(x) - S(4)(0) - Dys(x(8)4s(x) - Ys(x0)) .

En rotcut F(s
,
x) = 4s(x)- YsKd) on a donc

& F(s
,x) = DydSF(s,x +S

,
x) .

La formula de Duhamel dome
F (t

,x) = R(t
,

a) F(0
,
x) +j

-

R(t
, S)b(s, x) de

où RIG
,S) est la résolvante
de XIt) = Alt) X (t) avec A(t) = Dyz(8

Donc P () - P+ ((0) => RIt, 0) (x-(0) + o ((kc-coll) par (4) et

continuité de R.
On en déduit

que +> Af(x) est différentiable en

et que su différentielle vout R14, 01 , qui est la solution d

E X(t) = D
et()

8X(t)

X(0) =In

s


