
Analyse IV - USTC

Igor KortchemskiCours 11 : Influence des conditions initiales, équations
différentielles linéaires
Plan : 1) Continuité par rapport aux domées initiales

2) Équation différentielles linéaires : existenc,emicitéglobales.
3) La résolvante

1) Continuité par rapport aux données initiales
Soit f : Jxr -> R continue semi-lipschitzieme . Soit Ito ,10)EJX2 . D'aprei
Cauchy - Lipschitz ,

51 solution maximale de [H =S(t,(t) & On vent savoir

x(to)= Co
(Y)

comment atte solution maximale ,
et son domaine de définition , dépendent de

la condition initiale

Définition Soit u : =a
,
b) -> 2 la restriction d'une solutionde (2) a sors-

intervalle compact de son intervalle de définition
.

Le grophe de n est
km= S(t ,

w(t) ; +c [9
,
4) 3 CJX2

Pour 530
,
le 2-tube auton de Kent

=5 (t , y) : +etg
, 4), lly-uCHll3CTX Rh

IIIe K

KE

a bit
Lemme 7 as o tel que
4) Kalusest un compact inen dan JXR
(2) 7 (20 tel

que si (t
,x) EKgm et (t

, y)+Kg(l , (18( tpil-SCg11 - L1kc-y11 .



pr JXr

illustration : ~ 81t, 0) est L-lipschitz sur Ka

a b > t

Preuve-
Pour simplifier les notation on pose k= k(m)

,
Ks = Ke(m) .

① On minit RXR" de la distance d((t() , <518)) = 1 +-sl +1-y1) !

K est compact came image du compact ta
,b) por l'application continue

th (t
,
x() .

Ka étant fumé borné, et compact. Comme KCJXM,
one

d(k
,
(TX()) >0 .

&

par compacite ,
on peut hover 220 tel que d(Ka

, (5X4 70 .

dore KICTXM.

② Sifet(1, on a immédiatement 1181tp)-817,y)11SIID Il yl

Dans le cas général il faut être plus fin.
Per hypothèse semi-lipschitz , pour tout m =H) EKg on peut
trower :

. un intervalle avent I(m) contenant t (pas forcent indus dous to
, h])

· une boul( , 2r(m) incluse dans
· em >0 tel que F(t,x) et(t

,y) + #(m)x(x
,

2m(m)) ,

118(t, x)- S(t,y))) = ((m)((x -y1)

--#(m)x(,
2 r (mil

, 81t , ·) yenFlipschitzJXr

Astronomi
a A > t



Der recouvrement avant Ke CUF(mi x B(x, 2(m)

On extrait un recouvrement fini Ka (Mi)mil
aue) Mi = (ti, i)E Ke

Posom l = mar ((mi) ,
r = vin 21mil

,
M = Sp 11811

11P Kip KEI Soient
-

(t
,
x) et (t, y)EKg -

m= (t
,x)Eks

Lol : 11-y11<1 .

Alors 7 Ki<p Velque (+x) = F(mi) X B(pi
, m(Mil) <[(MilX (

,reml)

Alors (t
, y)< #(mi)X(i, 2 r (Mz)

Donc (181tc1 - S1t
, y)11 emil (1x-y1) < &(1)-y1)

Ca : 11 . y1k2

Alors 18 (+,)A
Airri L = man(e,M) convient

s

On rappelle :

Leure (Tronwall) Soit f : It & un fonction et to Et .

On
suppose qu'il

existe coo de 8(t) -C +cSiside FteF
, Ex to

Alors
c(t-+d)

8(t) = Ce VEF ,
t

,
to



Théorème (dépendence continue des solichrom par rapport aux condition initiales

Soit f : Jxr -> R continue semi-lipschitziene . Soit mi 20
,63+- lo

restriction d'une solution de H= S(t, (H) (condition initiale quelconque dans5x2) à en

sous-intervalle compact0, 63 de son domaine de définition.
Soit Es0 tel que KaleCJX .

Il existeye 30, 45
tel que si

y
est une solution maximale de

E y'(t)
= f(t, y(+))

y Ital =Do avec (topo) EKy (m)
alors :

① y est définie sur un intervalle amat contenant to
,b)

② K++ tab] one (t, y(H)-Ka(m) ,
Lest-a-dive

emp lIMCH-y/E
tetech)

③ IM
,
L >0 tels que si go et ya sont les solutions sur tabs de

3
x(t)=S((x(H) E

x'(t) = f(t,x(t))
x(to) = 1. x(ti) = x

avec (toplo EKy(m) et (t,x) -> Kylm) LIt-tol
alors KEten

,
11 yeCH - Yo(t) 11 a (11)-coll +Mit-tolle

En particulier , si t = to on a :

LIt-tol
FrEF ( y , (4) - YoCH11 [ 1) es ,

-colle

illustration --- ·
> [



Prene : Pour simplifier les notation on pose K=Kul Ka = Kalm)
-

Soit (20 tel
que si (7

,x) Evi et Styltks
,

1181pil-SI11 = Lkc-y11 (F* ) Clea
- L(b-

a) précédent)
On montre la résultat avecy Ee

Preuve de 0 et②
Soit y :It r ere solution maximale de

E ((t)
= f(t,x(t))

Ital =Do avec (topo) ERy
On travaille don le futer de to (même raisamenant don le passé

Étape On montre que tetto, b) RIE (IMH-yCH1173.

S ce n'eut poslecar ,
soit t = ingS +Etto

,b] NI : lu(H-y(H11383
Aimi ((m(+ 1 - y(t .Il = Set lIMCH-yHllE por to et < +

, de sorte que

It , gete Ks ,
et dairement (t

,/teks .
Airn

t pour
to tet,

11 u(t) -y(t) 1) < ((M(b) -y(to)11 +S 118(s
,Mcs)) - 8(s

, ys)11 de
-

= (11 us)-y(s)/l pas (4x)

Donc par Gronwall ((m(t) - y(t)1) 111M(to) -y(to)(l exp(((t,-to) (
L(b-a)

Xye ,
absurde

#opez par l'absurde supposomeup I b

D'après ce qui précède, VEEtto ,exp1) on a 16,yH)EKgCTX 2

Donc Ete Eto
, supF] , y(tep(Ka) on p : Exe +ex.

p(ka) (2 estcompact come image de Ka par p continue

Cela contredit le luna de sortie définitive de tout compact .

Prede
Por définitionta,b), yolt= do+ St815, yousilds et yilt=+Sas,yisde
Donc 11 y ,-Yol/11k-coll + 11Ses, yside -Ssi,yol l



Donc Il y , () - yo(Ill = 111-14 + 11S81 ,y,12 +S, y+5))-81, yoss)Il de

En notat M = suplif, on a don
EI Il Y ((t) - yo(t)l) <(() ,

-coll + MIt ,
- to) + LSlys-youlld

On conduct avec le lame de Garwall.
N

Corollaire Soit (tn
,
<n) E 5Xc avec (trc) -> (o

, 10

Notors No
,
en les solution des problèmes n'(t) = f(t,x(t)) x(t) =f(t,x(t))

E Eustaaltol= do 1 = xn

définies son een même intervelle borné .

Alors lim In-voll =

Or lémontre de la mémo manière le résultat suivant :

Proposition Soient 8 , g : 5 XR- Rto 118-glly E . Soit ICJ tel que les solution
u , u de x(t) =f(t,x(t)) c'(H) = y(t, x(x)) sout définies surI .I E &

LIt-tol
((to) = Co x(t)=

Alois FEF
,
11e(t) -vitill < E It-tole

En utilisant les mêmer idées
,

ou démontre le résultat suivant (continuité

per rapport a des paramètres , admis :

soit 1C R ouvert (espace des paramètre
Soit 8 : 5 x2x1-R continue

,
localement lipschitzience por rapport

S
à la deuxième et troisième variable.

e -> 50

Alors #(to,0, Ed5X9x1, 7 Wvoisinage de Estel que View les problèmes de
Cauchy x(t) = 8(t, x(t) , 2) et xc((+) = 8(t ,

x(H)
, 20E S& (t0) = 10 altol = No

admettent deux solution Ma et Uro définies sur un mame intervalle
boré, et de plu IlMa-Neolo-> o



I

2) Equation différentielles linéaire:existence
et unicité globales

Dans c cade
, on s'intéresse au problème de Cauchy :

c'(t) = A(t)x(t) +b(t)E x(to)=o

où : · JCR est un intervalle ouvert
· A : J +Un(RI est une application de classe C (REE0

,
1
,

1
, .., 53)

· b : 5 -> R" est de classe ch
· toET, KoEMn(R)

Lici 8 : TXIR"-> R" aux 81t,x = A(t)x + b(t))

Lorsque bo est la fonction pulle, on parle d'équation linéaire homogène.
Clauchy-Lipschitz linéaire)

Théorème Soient toeset . L'enique solution maximale
u : 3 t

-
t+ [ -> R" de problème de Couchy Set) = A(t)(t) + b(t)

x(to) =x,

est globale ,
c'est i dire que St-, tr =J

D le fait que toutes les solution maximale sont globale est propre aux
equation linéaires

Tue : On vérifie lecritère de sous-linéarité.
· On utilise be nome matricelle IlAll = sup Il = Sep IA)

af0 (x/f=1

qui Vérifie IIAxIIIAllIb1 #SEO
.

· On
prose 8(tis) = Alt) +b(H

,
continue

.



. Vérifian que feet semi-lipschitzieme .
Soit (taxd5XR"

Soidy >0
. Pour it-toly,,yt (0, 1) on a

1) 817, a) - f(t ,y)/l = 11 A(t) (x -y(11 < Sup A(t) (k1-y11

Atto-y, toty]

Les hypothès du théorème
0 por continuité de A.

en Cauchy-Lipschitz sont dans satisfaites .

· Vérifian le nitère de sous-linéarité
Soit K compact CJ .

Pour tek
,
ser" on a

1) 8(t
,
x)111 (IACt)11 ( xll +11 b((1) - C + Glball

avec C = Sep 11A(1) of Ce = Sup 11b/EI
tEK TEK

où 420 et10 por continuité
&

3) La résolvante
On se place dans le cas homogène x'(t) = Alt)xI)

.

Notom E l'ensemble de

ses solution (pourtantes les condition initiales possibles).

Proposition E est un sous-espace
vectoriel de l(5

, R4) de dimension n
-

Paule : · Il etlair que 3 estun Soriel de b(T
,R.sous-espace rec

· Fixau toEJ et posom To : 5 - R2
,
linéaire-

8 +-> f(to)

D'après le théorème de Cauchy . Lipschitz linéaire, Tto est
surjective (existene) et injective fuicites



doncTro entun isomorphisme despocr vectoriels
&

PropositionSoietMin:T des solahau de=A

(1) En , .
. .

, en) estune bure de E

(2) VtoET
, (Milto ...

,
Multoll est une bose de R

(3) 7 tot5
,
(M, stol , -

., Mustol) est ene bare de R

D
Lave : (1) =) (2) provient du fait que Tto est em isomorphisme

(2)= 131 dair

(3) = (1) Come tto etun isomorphisme,
Ctt" M. Stol ,

--

; TIMultol) = (M , ·
·

., ens
ent une bon de E

To

Remarque Si n
,,.., un est une base de E

,
alors pour

toute fonction se telle
que

e (t) = Alt) u(H) il existe Xu-yAnER rels que FtEJ on a celt = + ,
4

,
(t) +. -· AnMu(H).

DefinitionSoitMbeBonoppllamatiamouskieuresoe

Er ERM

Comme VEE5
,( ,

1)
, .., UnCE)) entune base de R

,
Wit et inversible

.

Par ailleur
,
N'(E) = Alt)WIl FET.

Définition Sattoes .
Notous Milt ,

tol ,
-

-, Multito) les solutions de problème da-

Cauchy al(t) = Altis(t)

C(t) = ei=) aux le, -.,ent base conomiques deR

he matric Ralt, to) = (M
,
(t

, tol
..., Mult,to1) EMu(RI et appele matrie

résolvante

Cet la matrice mouskience dans une base particulière



Proposition Soit tott . On a :

A Ralt, to) = A(t) Ralt, to)dtI 5. . Ralto, tol = In ciatrie identité deR

Si A est le classe ck
,
A Ralt, to) est de classe C

k +1

Er particulier ,
n(t) = R1

, to)10 est la solution de · x(t) = Alt) x(t)E · ((to) =To

Pause : · Ralto
,
to)= (e, .., en) = In

· le fait que t RAH,
tol = AltIRAChe provient be fact que the RAlt, to)

etbe matrice vranskienne essociée à la bra (31 , -., Sn)

· Ainni
,

en posent u(H = RIX
, tolbo :

On a bien u(t)= Inclo = se

et sel(t =
d &(t

, to)(o = A (t) R(t
, to) 4= A(H)u(t)

.

F

Proposition On a

(1) Flo, tita et
,
Ratta , to) = Ratta,

til Raltisto) .

(2) Fti , teTs Ralto, t,)"= Ralty, to

&me :

(1) Soient taties, cotc? On por en = Ralt , tollo Vi= Ralt, ti)Malt to) cr

pour tet. Il sulfit de monter que u = v.

- es(t,) = Ratt, to (lo et vitil = En Ralty, to)40

· es et v sont solution de x'(t) = ACHxH) :

m'(t) = & RA(t, to)10 = A (t) Raht, to) To = Actim(t)
&f

v(t)= Pastit) Balti, to)10 = AltIRACtiti) RACt to Do = ACtIVCH) .

DI
(2) On pend Az = to

-

Onc l = r



-ExempleDans
Aimi

, RIt, tol = exp)(d)
Cependant, en général, il et trè rese de pouvoir dover une expression

explicite de la résolvente.
On vena en revanche que elon peut obtenir des informations

qualitatives sur les solution grâce à l'étude de la résolvante.

RappelPointe
,
Ralt, toEMalm) Vérifie SARAHARAt

Proposition Soit HoER. La fonction Ait) = det Ralt, to) vérifie l'équation différentielle
· (t) = ArCACE)) A(t)[Ita) =

Ce qui implique det Ralt, tol = exp(Str())

Pame : Vérifions que pour Realnia la différentielle de det : Un(R) +R vert

D det(H) = det(R) Ar(R"H) por HEMn(R) :

R

Om soit que det est différentiable conne forchar polynomiale.
Alors Prdet(H) =lim de (+ tH) - det R

t

Or det (R+tH) = det (R) det (In+ ER" H).



En notant 1
...., In les values propres complexer de RH, once

det (En+ R
+ H)=(1 + ti) = 1+tit

i= 1

= ( +ztr(R
*
HI +o (t2) -

Donc de R+H) -detk detRTRH,

don le résultat

S

Aimi
, par composition
* It) = Drdetal

= det Rab) X Tr (RaCt, tol x Alt) Ralt, to)).S = D(t) X tr(A(t) Raltito) RACtita
= ALt) Tr/Acti) .

-

Remarq->: une matric wronskiema WC) vérifie WCt = Alt)WC,

et on en déduit aux la même preue qu'en notant Alt
= defNCE)

one Aw(H = tr (ACt)) AwC) FET

Exemplsovom
E
x = - xtent ty sar T = J-I
y' = x + y taut

On e A(t) = ) -

tenteet)



On remorque que u
, (4) = (tant) ent solution

Comment traver uneoutre solution ? Idee : utilisa tralt)=0

Supposer que U2(4) = (*) est are solution linéairement independante

act))Alors WC) = (Font y(t) det w(t) = yCH - fautx(t)=

Douc y(t) = x(t) tent +c = y(t) -x+

Donc <(f) = c Donc x(t) = ct + b .

Donc y(t) = c + tank) + blant + c - On pend d
Donc ( = (tant +1C

Corollaire Si KtER
,

on a TrAH = 0
,
alors Vsitzt det Ralts)=

Il est possible d'interpréter cla cours le fait que l'équation differentielle
"conseuse les voleemes"

Proposition On suppose FTET, Alt est artisymétrique (EAC) = -ACt)) .

Alors

①UsteT , Raitis) et une matric orthogonale (det RACts)= 1 et FRA,
s) Raltisl =Fn)

② six estsolution,te-lll)= Ax(t)))

Preve: Ou soit déjà que det Ralt,s)= 1 .
D'autre part:

(Acts) RACt,s))= (tRAces)(RAC , s) + FRAItis) RAIts)
= ERAIE,s)"Alt) RAle,

s) + RACES) ACtl RACE,S

= RACtis) (*ACt) + Act)) RA (4
, s)

= O.

Donc "Rale
,sira (4,5) est constant

,
etpourt = s wantIn

② On a laCtIl = 11 RIt , to) secto /12= JosRIE
, to) RIGA) estol

=*(folcicto) = 11 x(t) 112

-


