
- USTAnalyse IV
-

Igor KortchemsbiCous 10 :Théorème de Péano
,
solutions

maximales
-

Plan : 1) Théorème deCauchy-Péno
2) Solution maximales
3) Durée de vie
4) Solutions globales

~Théorème de Cauchy-Péano
Théorème (Cauchy-Peand
-

Soit t CRXR" ouvert etf : VER continue Soit Ho
, vol EW

, y , p,
M 20 tels

que [to-p, tory]x (0
, 1)CV et :

8 118(t>/IM K1t> -> [to
-y , toty] x 56

, e)

Alors Fs <min(y , f) , seu Etots
, totz] , le problème de Couchy citl :Sit,EllI

admetune solution (x(to)=Co

D il n'y a pas forcément eminité cof exuple cours précédent
-c'l = vmar (xCE)

, 0)I u(a =0 .

On utilisero le théorème d'Arzelo-Ascoli :



Théorème (Arzela- Ascoli)
Soienf acb

,
a

,
be R etnotom 6(53

, IR) = Sy . ta+ R continue 3 mei de 11 - 110
.

Soit Cynlas,, una suite de l Cross, telle que:I 1) 7 xetab] : (qn(/ns
,
est bornée

2) En notant w (0) = Sep(11g(x) -g(y)(1 : (x -y115 ,
<

, y <ta,b]}
G

ona Veso
,
750

, supWq E
n2, /

Alors il existe une sous-suite de (gu) qui converge uniformément

Remarque our une fonction g ,
on a

g
continue t Wgd-> o

5- 0

reune du théorème de Couchy-Peano Posau K = [to-y , toty] x 5
, e)

Soit mind11 )
On note ti = to + it

pour oxint
,
subdivision de [to

,
to +a] depasn +1

On construct des points de R (i) ·sina - por récurrence :

+ 1
= dif(tii) pour :In

On définit alors Xn(t) tet1 to +El par interpolation linataire

X
&

t a in s

① On vérifie de Kociant , (tipi) EK .

D
au cela

,
ou montre per récurence que

Iki-collEM pour inI
P

P

Aimi
,
Kosint

,
Iti,:)tk .

-M

· our i =0 : Or

· Hérédité : Si Ili-olIEM pomica,
on a

Ilcite-coll = 1Kin-ill + Ikitoll il)+EM



② Pour osien et ti (Ectin on a XhHH = 8 (tipi) ,
donc IIXn/l[M.

On en déduit que Xn est M-lipschitziene sur [to
,
to+23.

De pla Xulto) =o
done (YnHollns

, 1
atdonce.

Par Argela-Ascoli, quitte à extraine on peut supposer que Xn + X

uniformément sur [to, totE]

③ Pour osien et ti <tix ona (car Hit-il [M.
1) XCt) - 8(t ,Xn(t))) = (8(ti ,i) - 81t, Xut))) < Ng( + M2)

n+

où Wg(0) = emp[1814 ,4) - 814, %(11 : It -ul + 10-y11 = 53- 0 par uniforme5+ 0

CECEK 114tK continuité de f su
Par inégalité des accroissements finis on obtient flost-tote

t

11 Yult)- co-Sto 8lu, Xnkulldull we(erm) It-tol
En parsont à la limite lorsque n + 3

, por convergence uniforme or en

déduit que V to Et sto+

X .
(t) = co +Sf(u, X(u) de

En dérivent
,
on obtient une solution sur [to

,
to + 2). On construct devava ene

solution sur [to-E,
t] et elles se recollent en une solution sur [to-e

,
total con les dénvées

à droite et à garde en to sont 81to
,

26).

-

Nous allows maintenat passer à l'étude de l'intervalle de définition des solutions
de problème de Couchy.



2) Solutions maximales
Soit ↓ CRXR" ouvert etf : Utr continue , semi-lipschitziene

Définition On dit qu'une solution r:- R de problème de Couchy (t) = S(t,x(t)

tse solution maximale (ou non prolongeable) si elle n'a pos de prolongement à u
intervalle strictement plus grand ,

c'est-à-dire si elle n'est per la restriction à I d'ura

solution définieauren intervalle II .

Rappel : rene solution de problème de Couchy ve'Ct) =gltpcI) entrene fonction dérivable
-

U:- RI telle que :

(1) E est en intervalle von vide de R,EF et ulto) = Co

(2) FEI
,
It

,Mer

(3) F +El
, n'(t) = flt, u(t))

On va démontrer le résultat suivant :

Théorème Pour toute domée Initiale (to
,
notV

,
il existe une unique

solution: St-Et-> W définie sur un intervalle ouvert avec slto=

tellque toutautresolutionvenfiantatteconditionnitet ent
Cette solution at dite maximale.

Remarque l'intervalle de définition d'une solution maximale et toyons o west
-

Pau u : I
, + R" et v : Intr deux fonctions telles que re =v dans FinIz

,
leur retra

est la fonction nav : I
, VI2 +R définie par

S
u(H) Si+ t

,

nxv(t) = v(t)vitt=
2



La
preume

du théorème
repose sur le résultat suivant

Proposition Soient u : 1 ,
+Ret v : 12+ R" deux solutions du problème de Couchy

de c (H) = f(t, x+1) définies sur des intervalles ouverts et telles que ultal = vito) pour
un certain to EI , 112 · Alors :

① e =v sur Fil 12

② le recollement de un et v est une solution définie sur I,
VI2 .

Avent les
preuves ,

donnous un exemple

Exempl : Soit ((t) =P aux f :RXR-R
,
Continue

,
Ch

,
donc sami-lipschity.

(t
,x)ix)

La solution valent en toet= L'intervalle maximal de

définition de cette solution est
Sto ,

tatsi

E3- D
, to-t si so co

R si =0

Vérifions par exemple que si 10so
,
st)=+ pou

+ + 3 to- 1 x [ est

maximale.

Par l'absurde
,

sin est solutioneur 3a
,

+ 11 avec a < to-t
,
alors

x = u sur sto-t ,
+st d'aprè la proposition, et par continuité deu

en to -1 on obtient ulto-) =
lim U) = him st) = -

,
absurd.

Co twto -t tytoI
Po

Prese de la proposition
Onmontre que l'ensemble

A :=StelinIz :M(t) = vce)3 Clint
est non vide

,
aurant et servé dans I ME2, ce qui implique A= I, 112 par

connexité.



· AFP car toFin Iz

· A est fermé dans I. MIC con A = EteIRIL : (r-vCH = 03 aver en continue
· Montran que A est avet dans FinF2 .

Soit tiEA . Alors tenIz et

u(ti = vill = x
,
ER" et (t) EU .

Le problème de Couchy (CH = Excell admet don por Canchy-
(ti) = x,

Lipschitz me unique solution co définie sur un intervalle [tr5
,tits)

&

avec0
.
Dan par

unicite u(t) = w(tl =vit) * tElf,-5
,
E

, ti] et

[t
,
-J,JCA . Donc Automat dans I

,RI2 .

(2) Le fait que le recollement de en et v et une solution ent laisséen exercice

&

Preuve de théorème
Soit I

max
llusion de tous les intervalles contenant to sur lesquels le

problème do camely-St
admet une solutionet

D'aprè Couchy-Lipschitz c'est un intervalle avect de laforme Imay =It

Paut aut test-
,
#t

,
soit MH) couve la valeur en t de n'importe quelle

solutionde (2) définie sur stats . La proposition précédente montre que
c'est bien une solution :

· On a bien ulto) = So

· Soit + =S +
-

,
E+ t. Vérifions que

n' (t) = 8 (t , u(t)).

Por définition de 3t- ,
Et il existe une solution v de cas définie sur un

intervalle I contenant t
,
et donc n'lt) = flt ,

ust).

Par définition de 37-
,
Et il n'existe pas de solution définie sur

un intervelle plus grand.



A Sif est seulement continueper seri-lipschilziend ,
on n'a plus

unicités de la solution maximale

3) Durée de vie
Pour simplifies ,

on suppor ici 8 : WCR"-> R définie sur W =J X2

Ou s'intéresse à l'intervalle de définition d'une solution maximale.

Cet intervelle peut être différent deJ (8 exemple s'it) =(t) où

J = R avec des solutions maximales non définies sur R)

L'idée générale ent que si una solution ne peut être prolongée sur toutJ,
det qu'elle s'approche en temps finé du bord de t . Formalisan clas pour

t+ 1 pourt les résultats sont similaires

Proposition (sortie définitive de tout compact
Soit u : It

-+[-R"une solution maximalede x(t) =S(t, x(t))

ave f : 5 XR -> R continue sami-lipschizierra S u((d)=o

Sitt ep5, alors pourbout compact KCR ,
7 TEJt-+I

tel
que u (t) #K ·

pour tout telT, Art .

Ou rencontrera essentiellement les deux situations suivantes :

· R=R et 11rt-to : explosionen temps finit+++

· ut converge vas un point du bord de 2 quand -t+

D Soit u : Jt_t+1 ->Rune solution maximale (es n'et par définieentilI
Neue

Par l'abando
, soit tret et KIR compact ore ultrek Knsl

Par compacité , quitte a extraire, ou peut supposer que se (tr) ->+ avescence.

En particulie, (tr ,
u((n))- (t+,

x+) + 5 XI -



Per Cauchy - Lipschitz , Sect : fltE1 admet une solution sur

x((+ ) =+

J ++ -5
, Ex+l , avec 820 pourantle choisi de sorte que

pour un voisinage Vde (1,+ EJX.
2

,
tabsolution de

x(t) = S(t, x(t))( x(i) = x+ aves(+, CT)Ev

at définie eur 3T-5,T+St.

On choisit alors n tel que (In ,
ustull EV et telque Entit+

Soit dors V : Jtn-, tr +[+B la solution du problème de Couchy

SCEtc
Se recollent de ret vdéfinit e solution nou sur

St-ita+JI qui contient strictement 3t-, tit, ce qui ent abonde
-

4) Solutions globales
Définition Soit S : 5X R -R une fonction continue semi-lipschitziene .

On dit qu'une solution maximale n :I+R du problème deCauchy est globule
Si =J.

Théorème (nitère de sous-linéarité)

Soit f :TXR**R" continue semi-lipschifzieme. On suppose que
VK compactJ ,

76
,630 le

Ftek
,
ExeR"

, ligit leC , + Callall
Alors toute salution maximale est globale
Cles hypothèses sont satisfaites si f est bornées



Qu fait appel au leune de Gronwall (qu'sera util de nombreuses fois) :

Launs de Gronwall Soit y :59,
h]->Rcontinue et coso.

① Soit f : [a
,
b] ->R+ continue

,
On suppose que

V+Eta
,b) , y(t co + Sa8(s)y(s) de

Alors Fteta
,
h]
, ych) <coexp)8(s) d .

② On
suppos F+E [9

. b) , y(t) = corSetyeslde . awe co .

Alors Freta ,
b)

, JCHEC , explet-all .

Premie Q ent une conséquence deD avec SE

Pomp
, posom

h(t) = Co + Sa f1)ycs/de ,
de sorte que L'CH = 8(H) y(t)

Come y(th() , on obtient h'CH f(t) h(t) pour
teta

, b]
Soit alors H(t)= h(t) exp) -S8(s(d)
Alors H'(t) = exp)-Satgises) (nct) - hCHg(H) <0 poutete, b)
Ainsi H est décroissente
Or H(a) = h(a) = 6 . Donc h(t) 16 exp(Saf(s)d)
Come y(t) < h(t) , on en déduit le résultat

-

On applique typiquementc lave avec la norme d'une solution (ou difference
de deux solation(
Preve de theorème

Soit u : St
- +rt-R" solution maximale de problème de Couchy . OnI

I

suppose ↓+ >sup 5.. Alors par le théorème de sortie descompacts on a

Ilu(ell-> 0
t - ++



Maistto
, G] CJ abcompact, dove por hypothèse 7 G ,

60

1) 8 (t,11 -( + (2(k(11+Et toL],ER

On obtient pourtout tet to,> :

Im (t)11 resto II + S1181s, mesde
- ((u(td() + (( +(((m(s)(1)d

*+ G ( +
+

- to) +2/ u(1)d
D'après le lune de gronvall, or conclut que

Ilucell 1 Co exp((C ++ -tol) Ktettat]
c qui contradit Il recell--to

++q

-


