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Cours 2 : désendence↓
- &

us c'est avec l'indépendanc
que
la théorie des probabilités

se distingue de la théorie
de la messne d'en point
de Vue "ida"

Plan : 1) Rappels (théorie mesure)
2) Indépendance (fini d'événements)
3) Indépendence (variables
aléatoires

,
tribes (

4) Indépendance et integration



1)Rappels de théorie de la
messe

CRE
, 10) espace de probabilité

It : tribu sur 2, I mesure
de probabi lité) sur lequel
seront de

&
toutes lesSinier

variables aléatoires
mee

· SiX : (2
,
1) - (E

,
E)

est une variable aléatoire
1 = formulation probabiliste
de "fonction mesurable" , on
note souvent Va. ) , so
loi By est une messa

de probabilité



sur (E
,
E) définie par

Px(A) = 1P(X" (A))
= P([wer : X (w)(A3)
= P(X(A)

notation probabiliste
-> on essage d'écrire le
moins possible "w"
pour AE E .

théorie de la mesure : Px
-

est la messe image de

par X .

· -(x) = EX(A) : AEE3



est la tribu engendrée por X-
(plus petite tribu sur 2
qui rend X mesurable)

Intuition : o(X) est
2-

l'information" obtene en
observant X

&

· Lorsque E = (E
,
d) est un

espace métrique, on pendre
la tribu borélieure E = B(E)
I engendrée par les ouverts
ou fermes
Siz estun ensemble de
sous-ensembles de F

-

latribu engendrée pers A



est per définition
r(t) = l Al

Eu triben
& CF

c'est la plus petite tribe
contenant tous les éléments
de A .

Example E = 21 , 2, 33
t = 55133
Alors o(A) =4 ¢, 513/
21

, 23, 3 1
,
2
, 333



Caractérisation de lois
Comment montrer que
X : m + (F E)

-

Y : 2 - > (E
, El

out même loi ?

Edél : utiliser la définition,
montres que FAES,
Bx(A) = Py(A)
c'est-à-dire

P(X(A) = B(ytA)
PROBLEME : Souvent
-

E est trei gros
et on ve



connait une "boune"

description des élémentsch
E Lexample : B(R))
Idée2 : montres que
-

B(XEA) = P(YEA)
pour tout Af avec
6 un
-- système générateur de E.11
miseen

↳ stable
par
intersectionsEfinieso(b) = E

Exemple 6 = 539,b5 : acb3
E = B(R) .



AVANTAGE E
-

pratique , C est bien comme
Cidée de la presse : bune
des classes monotones)

Example 6 =53-1,a] : ach-

E = B(R).

Conséquence : SiX,X : R+ R
v . a. telles que
P(X(x) = B(X (x)
VER alors

S

X etX out même loi.

Cla fonction le répartitiond'une v .a . réelle caractérise saloi)



D
lorsous à rene caractérisation

fonctionnelle des lois .

Ingrédient :-
Théorème de transfert
Soit X : 1-E eue v. a.

8 : E-> R+ mesurable
Alors

Elf(X(]=Sf(x)y(de)
E

Pourquoi "transfert" ?
Rayspelous que paz



définition, E est
une inté rale seeI -
par rapport a B

m le théorème "hange"C

une intégrale sor Zen
role ser Eune integ

L résultat mère à :

Princi de la fonctionX
-muelle

Soit X , Y : -> E deux va
① On suppose Vf : E-1R+
mesurable ETS(X)] = ETS(XY
Alors X et y out même
loi (notation : XIy)



② On
suppose

(E
, dlespace métrique

et que Vf : E + R +
continue bornée

# [g(x)] = Elf(x)] .

Alors X X.

D
I reune-

① Soit AEE .
On

prend f = Ra Alors

ELIf(x)] = EtR]
Il Il

P(X(A) IP(yEA)
D'a le résultat.



② Problème : 2 M lestA
per une fonction continue.

S

Idee ! argument-

sroxd'ap imation
Soit FEE fermé .

On montre d'abord que
Bx(F) By (E)
et on aura le résultat
voulu d'après a qu'on
a Vle avant (les James

évérateusont un it-système 9de la tribu borélieme
Pour K10

,
on pose :

8x(x) = mas (1 - kd(, F), 0)
Continuebornee



Exemple Sk-

-

= > F
E] EX [b

E * E +
K

Alors simplement
· Sk-> R

k+x #

(car F Seme (
· 18x1 1
Donc par convergence

↑domine,
ETOr(X1] = #[Sk(YI]

↓ k+x ↓ k+1
El1F(x)] EL1E(Y)]



Donc B(X (F) =((y=F)
-

Remarque Intérêt de?
Fourquoi prendre des
garetion continus

&bornees ? Plusieurs raison!

-régularité peut être
utile (per exemple
convergence domin
- la motion de convergenc
en boi

,
ve plus tend,

utilise les troufoncIcontinues borrees.



Espaces et mesme produits(product Sini)
Si (Ei

,
Ei)
sin

sout

sces mesurables, lades
esAribu product sur
E
,
X.... X En est

E.Q ... En

= o(A , X ... XAn : Aith)
~

(m-pardémentaireet
· Si Di est une mesure de

probabilité ser (Ei, Eils
la mesure produit
P
. Q ... Im



su (E
,
X- - x En
,
2
,
0 ...En)

est l'unique mesure de
no babibilité telle que
B0 ... Pr(A , x ... XAn)
= &(A , ) x ... x Pu(An)
lunicité provient de ce qu'on-

a dit avant existenceS-

plus compliqués
· Si (X

, 1
--, Xu) est

une va
.
à volus don

Ex ... XEn , su loi

P(X
...., Xz)

est donc

une messue de probabilité



Sur (E , X
... XEn
,
E
,
0 - Sal,

donnée per

P(X
1. - , Xn)

(A , X... XAn)

= P((X , . . ., Xn) EAix
.... XAn]

= P(X ,A,, XztAz , -XntAn)
2) Indépendance d'un
nombre fini d'événements

Cr
,
A
,
P) : espace de probe.

A
,
BE A sont dits

indépendantsei-
P(An B) = P(A) (B)



Interprétation : Si ALBKO
cela revient à dire que

D(AIB) de Me
(proba conditionelle)
est égal à (A) .
Intuitivement

,
le fait de

savoir que B est réalisé ve
doma pas d'information ses
la probabilité de réalisation
Ou non de A.

Examples (1) Lancen de
- 2

Sdeux des : v = El , . .,63

P([w3) = ↓ por wer
36



Alors A = 563 XE1, . . ., 63
= 3(6, 1), 16,2), . -., (6,613
et B = El . .., 63x363
= 3((1 ,61 - - - (6, 613
sont indépendents car
P(A) P(B)= - . 1 =1

6 36
P(anB) = 1

36

(2) Lancer d'en dé
2 = 31

,
2
, .., 63

PEW31 = 1 pour
wer

,

A =2 1
,23 sont indépendub

B = 51 , 3, 53
AnB = &13

c B(A) = I
B(B)=

P(ARB) = -



Définition dit que m
événements A ...., An sont

indépendants si pour tout
sous-ensemble non vide
Exi . .., jp3 de El

,.., nz one

B(Aj , 1 -. &Ajj)= P(Aj,) -- PAjp)
Cou encore
FJc 31 ..., n3 , #5,
b) (Aj) = TP(Aj)
jEs jEJ

Antation (Ailiam sont
H



DDD Pour l'indépendence
:l ve suffit per juste d'avoir
P(A

,
r ... &An) = BIA , ) --- /Ar)

ni d'avoir
B(A : Aj) = B(Ai)P(Ai)
pour ij
(indépendance 22, plus
faible)

[indépendance = indépendancemutuelle



Proposition Des événements
A...., An sont 1 ssi

D(Bu -.. (Bn) = PIB,) - - - /By)
(y)

pour tous

Bio({Ai3)
={ 4, Ai , Ai , 23

pour 111K.

Preuve :
-

# Si <j1 ..., ip3(21 , --, n5
Alors B)Aj.... /Ajp)= P(Aj .)-- /Ain)
simplementon prenant

&Br = Ai si reSj . -, jo
Bi =& sinon

dos (X) .



#) On suppose A ..., An
But : montrer (* ).
-

On peut supposer Bi & Fesien
(sinon (4) dome 0 = 0)
Si Si , ..., ip3 =Si : Bi FR3
il s'agit de montrer que
B(Bj , 1 .. n Bjp)= B(Bj , ) - - - (/Bjp)

E

dès que Bj
p

= Ajp o Air :

Ainsi
,
il suffit de montres

que si < ...., < p
sont

alors cicC, --, sont H
Pour cela

, pour
Si, . . . , i93 <32 , ... p3S



on écrit :

p... 1 Cig)
= B(Ci , ... (ig) - B((1--n(ig)
= D((i

,
) . . D(Cig) - B( , ) ... (Cial

par #
= B((

,4) PC(i) : P(iq)

Conutilise PCA Bl = NCB)-ICAMB)
-

Grésultat anive naturellement
à la notion de tribe #
-
-

-

quient le bon cadre-

pour l'indépendance .



3) Indé rendence d'en nombre
fini de tribus et de V . a.

Définitions-
· Soit B

, ... , Br C des
sous tribus de t . Elles sont

indépendantes (notation H
sii

FA
,
EB ,, -., FAnE Bu

B(A
,
1 .. 1 An) = P(A) -- P(An)

· Soit X1 . --/ Xn des Va .
à valeurs das (E, E , 1 , ...
(En
,En). Elles sont

indépendantes si les tribu
·(X , ), . . ., o (Xul
sont H



Remarque
· Par définition X, . .., Xn sont
# si FA , EE ,, - ., VAnEEns
P(X, A ,, . .., XnEAn)
= P(X , A ,) . . . . IXnEAn)

Cen effet o (Xi) =EX (Ai) :AitS.3
·
Les évévements A

...., Am
sont 1 ssi les tribes
-([A ,3) . . -

, o [An3)
&sont It d'apres la proposition

précédente.
·D La définition d'I dépend
de : Si on change 5 or
-

-serce e'lpeut !



D
· Cour perles d' de va.
elles doivent être définies
sur le même espace de

probabilité.
Lenena (principe de composition(
sX
.... Xn des va à values

da (E, E , 1 , . - ., [En , Enl
# . Soit Si : (Ei, Si) + /Fi, )
merables· Alors
8 , (X,) , - - - - fu(Xm)
sont

Prene Pour Bit Fr
,
on

-

a



(Si(Xi))"(Bil= Xi (i)
EEi

con Si mesurable.
Donc offi(Xi)) <o(Xi)
Come o( X , 1 . .., o (Xu) Sout1

7

on en déduit

·(8.(X, )) . - - -, offn(Xul)
sort ↓
-

Exemple . Si X
, Y
,
Z sont des

~

V
.a . véelle H , alors
Xz
I yz-sin(z)

1+y2
Sout 1 .



Remarq-
Soit X = (X, 1 -- , Xn) we
v . a . das E

,
X ... X En :

La loi I
X
est appelée

loi ointe de (X, . .., Xu)
-J
La loi 1X

:

de Xi est

appelée limarginale de Xi
Puisque
P (E , X-- - XE-,XAiXFiE)(X1

, -i Xu/

= PP(Xi Ail = B &
(Ai)
/1 &

les lois marginales sont
déterminées por la loi
jointe.



DDDD D
Réciproque FAUSSE2
en génére

D D
les loi marginales , enS

Grat
,
Vgive permettant pas

de déterminer la la loi

jointe.
-l a trouve↓ que

c'est vrai
pour

des V .a
.H !



Proposition Soit X1 , , Xn-
des va

.

à valuus dan
(E
1, Es) 1

-

- (En , En) ·

Elles sont # sei

B(x
.. --, x)
=
x...... Bxy

Ilien # > mesues produit)
Itema EX Pour Bit Sis
B(X

,
tB 1 , ..., XnEBn)
[= DEWE2 : X

,
(2) -> B. , . ., Xn()J= Bn3)

(15, x ... x By)
= P(X

,,..., Xn)



= Px
,
Q :@Bx(B, X ... x Bn)

= Px
,
(B

, ) . . . (xn(Bn)
= p(X , <Bill - . PIXutBul
# D'après le même calcel,
P(X1

, .., Xu)
et Bx

,
0: PXn

coincident se

[B ,
X ... xBn : Bie Si 3,

qui forma un it-système
générateur de le tribu produit
On conclut que
B(X

,. -, Xn)
= (x

,
0 ..- PXn
s



4) Indépendance et inte rationg
Il existe une caractérisation

fonctionelle très utile de
e'l

Théorème Soit X ,, -- , Xn
-

des v.a . dan (E,, S i l . - -

., (En ,du)
Elles sont I esi

Vfi : (Ei, Si) -> R+ mesurables
M

·ESi(XI]=TED
IInewe
-

# Pou BEE, .., ButEn

on prend Si = 1 Bi



Alors
u

t
, 1 (Vil]

= B(X , =B, - - - - Xn( Bu)

et El1(Xi)] = #DIXtBil
i= 1

#D On appligve le
théorème de transfertzu
E
,
X ... XEn avec B

et
(X
.. ..,Xy)

( , . . ., (2) It fi) :

[2(i)] =
8
,
k ,l ... Inkin) I <des

, -- den)...
x En (XI

, - , Xu(



=& ,(1) --- Enk/n) x
,deE

,X-XEn

(Fubini)

= SSici) DxSi
Fi

= #[f(Xi)]
i=

-

Remarq fonction-Si les
YSi sont de signe quelconque

elegalite ~

#S
**)



reste vraie à condition
que Ellf(Xi)1] <1
V1[im
Con utilise be theorème
de transfert

,
version integrable)

On a alors auss

#1 (vi)1]
=# Et/fi(Xi)1]i=

1

ce qui
·ustifie cy
Sl'existence d (4) et ( **/

· En particulier si X ...., Xn
sont EL1 et H alors

X
,
.... Xn EL'et



#[X
,
... Xn] = E[X ,] ...ELM]

DR: DA
I

En général X ,XEL
S* &ELI/

Rappel : X : +> R est
d28 =LP(4

,
t
,
P) en

#[IX10] <0 .

Collaire Si X
, Y sont

deux va
.
I day 2, alors

Cov(X , y)E ELXYS -ELX] EEY
-0



Para on a

EIXY] = EIXJIELY]
car X

, Y1 et XELEXEL'
&

DA Réciproque fausse
En effet soit X me v .a.
de loi NIO

,
11, de dernité

-ci
de↓ e

L5

Soit E +q P(c = 1)
= B(c = -y =1

avec XXS
On pose Y= EX.
Alors :



Cov(X
, Y)

= ELEX3] - ETEX] EEX]
= Ets] [X3]
-

=j
= O

Mier X etX ve sont per e
En effet

, par elabsurde on

exppOse XIY.
Alors per principe de

composition & (X1H 14/
or 1x1 = 1X
Donc IXI 1 IXI . Done
P) (x((1) = P((X(11

,
(x(* 1)

P(IX111) 2
Donc P(IXI(1) = 0 ou 1.

Absurde
.

-



Etexercice : XV .a . réelle
Montres que X1 X esi
X est constante


