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Le sujet comporte 3 pages.

Questions de cours.

(1) Enoncer et démontrer les deux lemmes de Borel-Cantelli.

(

2)
(3) Enoncer le théoréme de sortie définitive de tout compact.
(4)

Z}(ercice 1. Pour tout n > 1, soient By, ,..., B, , des variables de Bernoulli indépendantes telles que
IP(B,x =1)=1/net P(B,x =0)=1-1/n pour tout 1 <k <n.Pour n> 1 on pose

= k
Su=) ~Buk

k=1

Enoncer la caractérisation de I'indépendance pour des velteurs gaussiens.

Enoncer le lemme de Gronwall.

(1) Montrer que pour tout n> 1 et t € R on a, en notant ¢ la fonction caractéristique de S,
n 1
k=1

(2) Montrer que S, converge en loi lorsque n — oo vers Z?’;l Uj, ou N suit une loi de Poisson de
parametre 1 et (U;);», sont des variables aléatoires uniformes sur [0, 1], indépendantes de N.

Corrigeé :

(1) Par indépendance des variables B,, ,,..., B, ;,, on a, pour tout ¢t € R,

= k L k
itZ;Bn,k] = ]I:[IElexp(itEBn,k)l.

k=1
Or B, suit une loi de Bernoulli de parametre 1/n, donc

¢s (t)=E

exp

k 1 1 . 1 .
Ele it—B = (1__)+_eztk/n — 14 (et _ 1y
[ Xp( " n,k)] " " n( )

Ainsi,




(2) Fixons t € R et posons a, ; = elth/n

grand, le développement

— 1. Comme |a, | < 2, on peut utiliser, pour n assez

log(1 +z) =z+ O(|z]?),
uniformément pour |z| < 1/2. On obtient alors

n

log ¢, (t Zlog(1+ "k) 1Zank+0
k

=1

i |an,k|2
2

k=1

N ——

Le terme d’erreur est O(1/n), donc tend vers o. Par ailleurs,

_Zank— Z 1tk/n -1 _)J itx _

par convergence des sommes de Riemann. Donc

¢s, (1) — exp(j (e — 1)dx).

Il reSte a identifier cette fonction caractéristique. Soient N une variable aléatoire de loi
de Poisson de parameétre 1 et (U;);», une suite de variables aléatoires indépendantes, de
loi uniforme sur [o, 1], indépendante de N. On pose

N
s=) U,

=

avec la convention que la somme vaut o si N = o.

Par la formule des probabilités totales, appliquée aux événements {N = m}, m >o0,on a

+00
= ZIE [eitS ]I{N:m}]-
m=o

Sur I’événement {N =m},ona S = U, +---+ U,,, avec la convention que cette somme vaut

o si m=o0. Comme N e$t indépendante de la suite (Uj);»,, il vient

- +Z.olp(N = m)E ¢!V Un)],

m=o0

Par indépendance des variables Uj,

IE[eit(U1+...+Um)] _ (IE[eitUl])m

Donc o
hs(t) = Zeﬂ%(ﬂi[eiwl]) = exp( 1+ [V ])




1
1E[€ltU1] — J‘ eltx dx.
o

Ps(t) = exp(—1 + J‘l et dx) = exp(jl(eitx - 1)dx).

On a donc montré que, pour tout ¢t € R,

¢s,(t) — Ps(1).

Ainsi,

Par le théoréme de Lévy,

N
Si=8=) U
j=1

O

zxercice 2. Soit (Q), F,P) un espace probabilisé. On considére une suite (4,,),>, d’événements indépendants.

Pour n > 1 on pose
n

n
a, =P(A,), b, = Zak, S, = ZILAk.
k=1 k=1
On suppose que a, > o et que lim,,_, b,, = c0.

(1) Montrer que la convergence S,/b, — 1 a lieu dans L? lorsque n — co.
Pour tout entier k > 1, on pose py =inf{n >1:b, > k?}.

(2) Montrer que, pour tout k > 1, py et bien défini, que k> < b, <k*+1etque S, /b, — 1 presque
sirement lorsque k — oo.

(3) Soit un entier n € [pg, px+.[. En encadrant S,/b, a l'aide de b,,, b Sp, et S démontrer

Pk’ 7 Pk+1’ Pk+1’

que S,/b,, — 1 presque sirement lorsque n — oo.
Attention. Les deux questions suivantes sont plus difficiles. Il e$t conseillé de ne pas passer trop de
temps a les chercher pour pouvoir traiter les exercices 3 et 4 qui sont assez longs.
(4) Soit m > 2 un entier. Démontrer que la suite (S,/b,),>, eSt bornée dans L™.
(5) Démontrer que la convergence S,,/b,, — 1 a lieu dans L? pour tout p > 1.

Remarque. On pourra utiliser 'inégalité de Holder, qui stipule que pour tous r,s > 1 tels
que + + ¢ =1o0naE[XY[]< E[|X|"]"E[|Y[]/* pour des variables aléatoires réelles X, Y.

Corrigé :

(1) Posons X = 1,,. On a [E[Xy] = a;, donc E[S,] = b,,. De plus, les variables X, ..., X,, sont
indépendantes, et
Var(Xk) = ak(1 - ak) < ag.

Par indépendance,

Var(S,) = ZVar(Xk) = de(l —ax) <b,.
k=1 1

k=




Ainsi,

Comme b,, — +00, on obtient

LN dans L°.
b,

Soit k > 1. Comme b,, — +oco, I’ensemble {n > 1 : b,, > k*} e§t non vide. Donc p; e$t bien
défini.

Par définition de p, on a b, > k?.Sipy > 2, alors b < k?, donc

pr—1
— 2
by, = bp,—s +a, <k>+1,
uisque a,, < 1.Sip; =1, 'inégalité b, <k>+ 1 es§t encore vraie. Donc
puisque ap, Pk ) P

k2§bpk<k2+1.

D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour tout € > o,

S 1 1
IP(b—pk—l >€)§ 2} Sz—kz
P €0p €
Comme la série ) -, 1/k* converge, le lemme de Borel-Cantelli donne, pour tout € > o,
Spk . . .
P 7 1 > ¢ infiniment souvent | = o.
Pk

En appliquant ceci a € = 1/m, m > 1, puis en prenant l'interse¢tion des événements de
probabilité 1 obtenus, on en déduit

S
k A
LN presque siirement.

Pk

Soit n € [pi, pr+1[- Les suites (S,,) et (b,) sont croissantes, donc

Sy <Su<S et b, <b,<b

p = “Pk+1 Pk Pk+1”
Par conséquent,
Spk < & < Spk+1
bpk+1 b” bpk
Or
Spk — h bpk Spk+1 _ Spk+1 bpk+1
- ’ - .
bpk+1 bpk bpk+1 bpk bpk+1 bpk
D’apres la question précédente,
S S
b—pk —1 et —bpk” —1 p-s.
Pk Pk+1




De plus,

2
k _ < bPk <1
(k+1)*+1 " by,
et b
k+1)>+1
1 S Pk+1 S ( l )
bpk k
Les deux rapports bpk/bpk+1 et bpk+1/bpk tendent donc vers 1. Par encadrement,
Sy .
o —1 presque stirement.
n

Soit m > 2 un entier. Montrons que (S,,/b,),>, St bornée dans L".

n m
s = [ZM |
i=1

On écrit

Par la formule multinomiale,

n
Si' = Z (rl,.éq.,rn)]l;lﬂzi'

Tiyeesty =0
Tyttt =m

Comme ]lzi =1, sir;>1et 12&,» = 1, on obtient, par indépendance,

E[syl= ) (rl’.’.’f,rn){]_[ai.

Tipees?yp =0 iir;>1}
Tyttt =m

On regroupe les termes selon le nombre ¢ d’indices i tels que r; > 1. Pour 1 < ¢ < m, il
existe une constante C,, , ne dépendant que de m et de ¢ telle que

m
E[S,'] = Zcm,€ Z ai i,
= 1<i, <<ig<n

En particulier,

IE[S,’I”]SCmi Z aj ---aj,.
4

=1 1<i;<<ip<n

Or
n ¢
¢
Z aj ---aj, < Zdi =b;,.
1<i, <-<ip<n i=1
Donc
m
E[S)'] < C ) bl
(=1




Comme b,, = +o0,0n a b, > 1 a partir d’'un certain rang, et donc

E[S)'] < C;, bl

o]

pour 1 assez grand. Les premiers termes étant en nombre fini, on obtient

2

La suite (S,/b,),>, est donc bornée dans L.

pour 1 assez grand. Ainsi,

< +o00.

(5) Montrons que S,/b,, — 1 dans L? pour tout p > 1.

27p/2
—> 0.

Si 1 <p <2, celadécoule de la convergence dans L. En effet,
n_

S
E
;

on

1"]@3[5

by,

n

Soit maintenant p > 2. On choisit un entier m > p. D’apres la question précédente,

(S,/b,,), est bornée dans L™. Donc

n
— -1

by

m
supIEl l < +o0.
n
Posons Y,, = S,/b,, — 1. On sait déja que Y,, — o dans L. Choisissons 0 € (o, 1) tel que
p=20+m(1-0).
Par I'inégalité de Holder appliquée avec les exposants r = 1/6 et s = 1/(1 - 0),

E[JY, ] = E[(1Y,P)° (V") ] < BlIY,P1°E[ Y, "] .

Le premier facteur tend vers o, tandis que le second e$t borné. Ainsi

S p
IE[ - -1 ] —so.
by
Donc S
-1 dans L?
by
pour tout p > 1.
O
‘Exercice 3. Soit d > 1 un entier. On considére I’équation différentielle suivante sur R, :
(d+1)( _ x(t)
X t)=e*",
{ (Aq)

x(0)=x(0)=---=x¥(0) = 0.



ot x'V) désigne la dérivée i-ieme de x.
(1) On pose
X(8) = (x(8), % (8),...,.xD (1)) e R,
Réécrire (A,) sous la forme d’un sy§téme autonome du premier ordre X'(t) = F(X(t)) en ex-

plicitant F et X(o). Justifier ’existence et 1'unicité d’une solution maximale définie sur un
intervalle I, = [0, T[, avec 0 < T < +c0.

(2) On suppose dans cette question que d = 1. Résoudre explicitement 1’équation obtenue et
déterminer I 4.

Remarque. On pourra utiliser le fait qu'une primitive de \/17 e§t 2ar&tan(Ve* —1).
e —1

(3) On revient au cas général d > 1. Le but de cette question e$t de montrer que T < co. On
raisonne par ’absurde et on suppose que T = co.

(a) Montrer que, pour tout t > o et pour touto<i<d+1,0ona x(t)> o.
(b) Montrer que, pour tout t > 0, 0n a

td+1
d+1)

x(t) >

(c) Pour n > o, justifier I'exiStence et 'unicité de t, tel que x(t,) = n.

(d) Montrer que, pour tout n >0, 0n a

d
n (tn+1 - tn) i

X(tn+1)_x(tn)ze (d+1)!

(e) En déduire que la série ), (t,., —t,) converge et aboutir a une contradiction.

Corrigé :

(1) Posons X(t) = (X,(¢),...,X4(t)) = (x(t),x'(t),...,x(d)(t)). Alors I’équation est équivalente au
sy§téme autonome X'(t) = F(X(t)), avec

F(X,,...,X5) = (X, Xy, e%0)

et X(o) = (o,...,0). Le champ F e$t de classe C' sur R+, donc il e$t localement lipschit-
zien. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz donne ainsi l'existence et I'unicité d’une solution
maximale, définie sur un intervalle I,,,,, = [0, T[, avec 0 < T < +oo.

X

(2) Lorsque d = 1, on a x”" = €%, x(0) = x’(0) = 0. En multipliant par x’ et en intégrant, on

obtient ;
—(x'(t))* = ) — 1.
2
Comme x” = ¢* >0, 0n a x'(t) > o pour t > o, donc x’(t) = y/2(e"") — 1). Ainsi, pour t > o,

x(t)
t= %J; \/eduu__l = 2aré’can(‘\/ex(t) - 1).




On en déduit Ve*") — 1 = tan(t/v2), puis

x(t) = 1n(1 +tan? (é)) - —2ln(cos(é)).

Cette formule définit une solution sur [o, 7t/v/2][, et x(t) — +oo lorsque t — (7/v/2)”. Donc

[hax = [0' 7{/\/5[

(3) (a)

(d+1) = ¢* > o, la fon&ion x4 et §tric-

tement croissante et x¥(0) = o, donc x'?(t) > o pour tout t > o. En répétant I'argu-

On raisonne sous I’hypotheése T = +co. Comme x

ment, on obtient successivement x(d_l)(t) >o0,...,x'(t) > 0,x(t) > o pour tout t > o. Ainsi
x(t) > o pour tout 0 <i < d +1 et tout t > o.

D’aprés (a), on a x(¢) > o pour tout t > o. Par conséquent,
x(d+1)(t) — ex(t) > 1.

Nous allons effectuer des intégrations successives, en les formalisant par une récurrence.
Pour 0o <k <d+ 1, considérons la propriété

() Vizo, xR >

Pour k = o, cette inégalité e§t exa@ement x*V)(¢) > 1.
Supposons maintenant I'inégalité établie & un rang k € {o, ..., d}. Comme x“™%(0) =
o par les conditions initiales, une intégration entre o et t donne

t
xR () = x40 (0) + f xR (5)ds
o
tsk tk+1
>
o

a3 = G

La propriété est donc vraie au rang k + 1. Par récurrence, elle est vraie jusqu’au rang
k =d + 1. Pour ce dernier rang, elle s’écrit

td+1
(d+1)

x(t) >

ce qui e$t le résultat voulu.

D’apres (a), x est §tri¢tement croissante sur R, et d’apres (b), x(t) — +oo lorsque t —
+0o0. Comme x e$§t continue et x(0) = o, pour tout n > o il exi$te un unique t, > o tel
que x(t,) = n. En particulier, ¢, = o.

Fixons n > o. Comme x et croissante et que x(t,) = 1, on a, pour tout t € [t,,t,,,],
x(t)>n, donc x4 () = X0 > o,

Posons, sur [t,,t,,1],




Alors z(j)(t) = x(j)(t) pour 1 <j <d + 1, tandis que z(t,) = 0. D’apres (a),
() =x(t,) =0  (1<j<d).

Nous allons de nouveau procéder par récurrence, ce qui revient a intégrer successive-
ment I'inégalité z“*1) > ¢". Pour o < k < d + 1, considérons la propriété

_ 4k
Q0 el et

Pour k = o, il s’agit précisément de 'inégalité
Z(d+1)(t) — x(d+1)(t) > o',

Supposons la propriété vraie a un rang k € {o,...,d}. En intégrant entre f, et ¢, et en
utilisant z(d_k)(tn) > o (y compris lorsque k = d, puisque z(t,) = 0), on obtient

t
2970ty = 2R t,) + f 29170 (s5)ds
t

n

t k k+1

n (S_tlfl) n(t_tn)
> = _
—eﬁ PR

n

La propriété est donc vraie au rang k + 1. Aurang k = d + 1, elle donne

_ 4 \d+1
x(t) —x(t,) = z(t) > e”%.

En prenant t = t,,,, on conclut que

(tn+1 B tn)d+1
— n—
x(tTl+1) x(tn)ze (d+1)!

(e) Comme x(t,,,)—x(t,) = 1, la question précédente donne
tppr — 1, < ((d + 1)!)1/(d+1)€_n/(d+1).

Donc la série } 5 (t,+; — f;) converge. La suite croissante (t,) admet donc une limite
finie ¢. Mais x(t,) = n — +o0, tandis que, sous I’hypothése T = +oo, la fonétion x est
continue en ¢, donc x(t,) — x(€) < +c0. Contradiction. On conclut que T < +c0.

fzcercice 4.

(1) Soit g: R, — R, une fon&tion uniformément continue telle que Eoo g(t)dt < +c0. Montrer que
g(t) — o lorsque t — +oo.

On considére le sy§téme autonome sur R,




avec condition initiale
(x(0),9(0)) = (X0, Y5) €], +oo[*.
On pose w(t) = (x(t), y(t)).
(2) JuStifier que le probleme de Cauchy associé a (S) admet une unique solution maximale. Son
intervalle de définition et noté I ...
(3) (a) Montrer que pour tout t € I,,,,, on a x(f) > o et y(t) > o.
(b) Posons C = max(x,,y,,1). Montrer que pour tout t € I,,,, ona o <x(t) < Ceto<y(t)<C.
En déduire que la solution maximale est globale.
(4) Déterminer 'unique équilibre w, = (x,,v,) de (S) situé dans Jo,+oo[>. Etudier sa §tabilité par
linéarisation et donner la nature locale de 1’équilibre.
(5) On définit, pour w = (x,) €]o, +o0[>,
1 1 2 2. (3Y
Viw)= x> n(30) vy - 51n(;).
(a) Montrer que V(w) > o, avec égalité si et seulement si w = w,.
(b) Montrer que, le long d’une solution de (S),

d 1)’ 2\’
gV wit)=-2 (X(t) - 5) - (?(f) - 5) ~
(c) Montrer que
J (2(x(s) - l) + (y(s) - 3) ) ds < oo
o 3 3
(d) En déduire que
w(t) — w, lorsque t — +oo0.

Corrigé :

(1) Raisonnons par l'absurde. Supposons qu’il existe ¢ > o et une suite t,, — +co telle que
g(t,) > €. Par uniforme continuité, il existe 6 > o tel que |[t—s| < 6 implique |g(t)-g(s)| < €/2.
On peut extraire une sous-suite, encore notée (t,), telle que les intervalles [t,,—9/2,t,+ /2]
soient deux a deux disjoints et inclus dans IR, a partir d’un certain rang. Sur chacun de
ces intervalles, g > ¢/2. L'intégrale de g sur IR, serait donc infinie, contradi¢tion. Ainsi
g(t) —o.

(2) Le champ de ve&eurs F(x,y) = (x(y — 2x),y(1 — x — p)) e§t polynomial, donc de classe C*
sur R?. Par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, pour toute condition initiale (x,, v,) il existe
une unique solution maximale w(t) = (x(t),y(t)), définie sur un intervalle I, = [0, T},
avec 0 < T < +oo.

(3) (a) Tant que la solution e$t définie, on a

t

t
x(t) = xoexp(f <y<s>—zx<s>>ds), o(1) =yoexp(f (1~ x(s) ~ p(s))ds .

Comme x, > o et y, > 0, on en déduit x(t) > o et y(t) > o pour tout f € I 4.

10



(b) Posons C = max(x,,¥,,1). Onadoncx, <C,y,<Cet C>1.

Majoration de y par un arqument de premieére sortie. Supposons, par ’absurde, qu’il
exiSte t; € I, tel que y(t;) > C. On définit le premier instant ou p franchit §tri¢tement
le niveau C par

T, = inf{t €lo,t,]:y(t)> C}.
L’ensemble considéré est non vide, puisque y(t;) > C. Comme y(o) =y, < C et que y
e$t continue, on a
y(Ty) =C.

Plus précisément, y(t) < C pour f < 7,, tandis qu’il existe une suite (t,,) telle que
tm > Ty, tm — Ty, Y(tm) > C=y(1y).

Par conséquent,
y(tm) = 3(7y)
ti — Ty

> 0.
En faisant tendre m vers +oo, la dérivabilité de y donne

y'(ty) 2 0.
Mais I’équation différentielle et la positivité de x établie en (a) donnent, puisque C > 1,
V(1) =p(1)(1 - x(1,) - p(1y))
= C<1 —x(ty) - C)

<-Cx(t

y) <0,

ce qui e$t contradictoire. Ainsi,

y(t)<C pour tout t € I,y

Majoration de x. Supposons maintenant, toujours par I’absurde, qu’il existe t, € I,
tel que x(t,) > C, et posons

T, = inf{t €lo, t,]:x(t)> C}.

Comme précédemment, la continuité de x donne x(t,) = C, et l'exiStence de temps
immédiatement postérieurs a 7, ou x > C implique
xX'(ty) >0

Or la majoration de y déja démontrée entraine

¥ (1) = x(1)(p(1x) — 2x(1))
= C(}J(Tx)—z(:)
<C(C-2C)=-C%<o,

11




nouvelle contradiction. On a donc
x(t)<C pour tout t € I ;..
Avec (a), il vient finalement
o<x(t)<C, o<y(t)<C pour tout t € I,y

Ecrivons Imax = [0, T[. Le champ étant défini sur tout IR?, si T < +o0, le théoréme de
sortie définitive de tout compacdt, appliqué au compact [o,C]* C IR?, imposerait que la
trajetoire quitte ce compact lorsque t s’approche de T. Or les inégalités précédentes
montrent que

w(t) = (x(t),y(t)) € [0, CJ? pour tout t € [o, T,
ce qui e$t impossible. Par conséquent, T = +oo et la solution maximale est globale.

(4) Dans Jo,+oo[?, un équilibre vérifie y —2x = o et 1 —x —y = 0. On obtient donc 1'unique

équilibre
12
w, = (xx-; >(-) = (_;_)
4 33
La matrice jacobienne du champ e$t

DP(x,y):(y_4x * ),

-y 1-Xx-27
donc
—2/3  1/3
DF = .
w.) (—2/3 —2/3)

Sa trace vaut —4/3 et son déterminant vaut 2/3. Les valeurs propres sont

2 V2

Ay =—Ziv,

3 3

Elles ont toutes deux une partie réelle Stri¢tement négative. Par linéarisation, w, e$t loca-
lement asymptotiquement $table; c’e$t un foyer Stable.

(5) (a) Pour u >0,0onau—1-Inu > o, avec égalité si et seulement si u = 1. En appliquant ceci
au=3xetau=3y/2, onobtient

V(x,y) = %(3x— 1 —In(3x)) + g(% -1 —ln(%)) > 0.

L’égalité a lieu si et seulement si 3x = 1 et 3y/2 = 1, c’e§t-a-dire si et seulement si
W= W,.
(b) Ona d,V =1-1/(3x) et d,V =1 -2/(3y). Le long d’une solution,

GV = (= 2) -2+ (p- 20 -x-p),

12




En écrivanta=x—-1/3etb=y—-2/3,onay—2x=b-2aet1-x-y=-a-b. Donc

%V(w(t)) =a(b-2a)+b(-a—b)=-2a>-b>,
c’est-a-dire S 5
d 1 2
gV wit)=-2 (X(t) - 5) - (?(f) - 5) :
(c) En intégrant I'identité précédente entre o et t, on obtient
¢ 1 2 5 2
f (2(X(S) - 5) + (ZJ(S) - 5) )ds = V(w(0)) - V(w(t)) < V(w(o)),
o
puisque V > o. En faisant tendre  vers +co, on obtient I'intégrabilité annoncée.
(d) Posons
1\ 2\’
(t)= 2(x(t)——) +( (t)——) .
8 3 4 3

D’apreés (c), g e$t intégrable sur R,. D’aprés (3), x et y sont bornées; comme x" = x(y —
2x) et ' = (1 —x — ), les fon&ions x” et v’ sont aussi bornées. Il en résulte que g’
e$t bornée, donc g est uniformément continue. Par la question (1), g(t) —» o. Comme g
est une somme de carrés a coefficients stri¢tement positifs, on en déduit x(t) — 1/3 et
y(t) = 2/3. Ainsi w(t) - w, lorsque t — +oo.

O

Exercice 5. (Exercice bonus hors baréme, noté sur o points : a ne regarder que si vous avez fait
tout ce qui préceéde). Il s’agit de faire le lien entre les exercices 3 et 4.
On reprend les notations de 1'exercice 3 avec d = 2. L’équation étudiée e§t donc x”’(t) = e*!). On
rappelle que x’, x” et x”” sont §tritement positives sur ]o, T|. Par ailleurs, x(t) — +oo lorsque t — T~
(conséquence du fait que T < oo et du théoréeme de sortie définitive de tout compact). Pour ¢ €]o, T,

on pose
)=k )=

(2) Soit ¢, €]o, T[. On définit 6 : R, — [t,, T[ par O(s) = x~*(x(t,) + ).

(a) JuStifier que 6 est une bijection croissante de classe C' et que 0(0) = t,,.
(b) Pour s > o, on pose X(s) = u,(0(s)) et y(s) = u,(6(s)). Montrer que w(s) = (xX(s),y(s)) est
solution du sy$téme (S) étudié dans l’exercice 4.

(3) En déduire que u,(t) — 1/3 et u,(t) - 2/3 lorsque t - T".
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Corrigé :

(1) On a x””" = ¢*, donc x”” = x’¢* = x’x”””. Comme x’, x” et x”” sont §tritement positives sur
lo, T, les quantités u, et u, sont stri¢tement positives et on peut dériver logarithmique-
ment.

D’abord,
ui x/// v
- = —5 = 2_
u, x x’
//l
Or, par définition de u, et u,,ona < 7= =x"u, et £ Pl x'u,. Donc
u/
— = x"(u, —2u,).
ul
De méme,
u; x//// 2 X///
M_2: 777 _7_ x//'
C I X" x" X s
omme X =x'Xx ,onaW—x.Deplus,y—xu1 ety—x u,. Ainsi,
u/

2 =x"—x"u, —x'uy, =x'(1 —u, —u,).
u2
(2) (a) Comme x” > o sur Jo, T[, la fon&ion x e§t §tritement croissante sur [f,, T[. De plus,
x(t) = +oo lorsque t — T~. Ainsi x induit une bijetion croissante de [t,, T[ sur [x(t,), +oo|
La fonc¢tion 0 définie par 6(s) = x™ ' (x(t,)+5) est donc une bijection croissante de R,
sur [t,, T[. Comme x e§t de classe C* et que x” > o sur Jo, T[, le théoréme de dérivation
des fonctions réciproques montre que 0 e$t de classe C'. Enfin,

obtenue en dérivant x(6(s)) =
(b) Pour s >o0,0nax(s) = ul(G(s))
composées et la question (1),

Donc

14



d’ou
V'(s) =9(s)(1 = x(s) - 9(s))-
Ainsi w(s) = (x{s),7(s)) e$t bien solution du systeme (S) étudié dans I’exercice 4.
(3) Les quantités u,(t,) et u,(t,) sont Stri¢tement positives, donc la solution w(s) = (u,(6(s)), u, (6

du systéeme (S) part de ]o,+oo[?. D’apres l’exercice 4,

12
w(s) — (5, 5) lorsque s — +oo.

Or,sit — T, alors x(t) — +oco, donc s = x(t) — x(t,) — +o0, et t = O(s). On en déduit

u,(t) — 5 et u,(t) — 2 lorsque t - T".

Remarque. Les exercices 3, 4 et 5 sont inspirés de l’article https://arxiv.org/abs/2502.
15673. O
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