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La précision et la clarté de la rédaclion sera prise en compte dans I’évaluation.

Toute question peut étre admise et utilisée ultérieurement, a condition de l'indiquer clairement.

Le sujet comporte 3 pages.

@Lestions de cours.
(1) Enoncer les deux lemmes de Borel-Cantelli.
(2) Enoncer la loi forte des grands nombres.
(3) Enoncer le théoréme de Cauchy-Lipschitz (existence et unicité locales).
(4)

4) Enoncer et démontrer le lemme de Gronwall.
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zxercice 1. Soit (U,),>, une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi uniforme

sur [0,1]. Pour n > 1 on pose Y, = (U,)".

(1) Déterminer la densité de Y,, et calculer sa fonction de répartition.
(2) Montrer que la suite (Y},),,>; converge vers o en probabilité.

(3) Montrer que la suite (Y,),>, converge dans L".
(4)

4) Montrer que presque stirement la suite (Y},),>, diverge.

Corrigé :

(1) Pourx<oonaP(Y,<x)=o,pourx>10onalP(Y,<x)=1.Pouro<x<i1onalP(Y,<x)=
1/n—-1

]P(Un < xl/”) = x/", qui e§t C*. On en déduit en particulier qu’une densité de Y,, et = 1[o,1](X)dx.

(2) Pour ¢ €lo,1[, P(|Y,|> &) =1 —&"" — o lorsque 1 — oo.

(3) On a
1 1/n—1 1
IEnYnlJ:f o dx:if Y S S,
o n nJ, ni1+1/n  nooo

Ainsi Y, converge dans L" vers o.

(4) Soit € €]o,1[. Pour n>10n a
1/n 1 1
P(Y>¢e)=1—-¢""=1—exp Eln(e)) ~  ——In(e),
de sorte que

Z]P(Yn > €)= oo.

n>




Comme les événements {Y,, > ¢} sont indépendants, par Borel-Cantelli presque stirement Y, > ¢
une infinité de fois. D’autre part, comme Y, converge en probabilité vers o, elle admet une sous-
suite qui converge presque stirement vers o. Ceci démontre que p.s. (Y,,) diverge. O
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f}(ercice 2. Soit (Uy,),>, une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi uniforme
sur [o,1]. Pour n > 1 on pose :

1 1
M, —max(\/ﬁl,..., \/Fn)
1) Calculer la fonc¢tion de répartition de M,,.
Pour une variable aléatoire X a valeurs dans IR, démontrer que E[X] = fooo P(X >u)du.
3) Soit p > o. Déterminer les valeurs de p telles que M,, a un moment d’ordre p fini.

4) Montrer que M,,/+/n converge en loi lorsque 1 — oo.

(1)
(2)
(3)
(4)

Corrige :

(1) Pourx<1onalP(M,<x)=o.Pourx>1o0na:

1 " 1\ 1\
P (M, Sx)=IP(\/—U_1 s) :IP(Ul > x_Z) :(I_F) :
(2) On a en utilisant le théoreme de Fubini pour des fon&tions positives :

o0

E[X]= IE[LOO1uSXdu] = J;OOIE[1u3X]du :J. P(X >u)du.

1

(3) Ona
E[M}] = P(Mﬁzu)duzf P (M, > u'/P)du.
[0} [0}

Mais pour u > 1 :

IP(Mn > ul/p): 1—]P(Mn <u1/p):(1 - u;p )n o #.

Donc IE[MLJ] < oo si et seulement si p < 2.

(4) On passe par les fonltions de répartition. Pour x <o, on a IP (Mn/\/ﬁ < x) =o0.Pour x>o0,0na,
a partir d’un certain rang tel que x\n >1:

1 n _1/x2
IP(MH/\/ESx):(l— 2) — eV,
nx n—oo
On pose F(x) = e/ 1,5, pour x € R. Alors F e$t continue croissante et tend vers o en —co et en 1
en +oo, c’e§t donc la fonétion de répartition d’une variable aléatoire Z, et donc M,,/\/n converge
en loi vers Z. |




‘Exercice 3. On s’intéresse au systeme

5 | FO=vwee
y'(t) =2x(t) - y(t)
(1) Tracer le portrait de phase du sy$téme homogene linéaire associé (S,). On indiquera les orbites
remarquables.

(2) Déterminer la solution maximale de (S) de condition initiale (1,0) en t = o.

Corrige :

(1) Le systeme homogene linéaire associée est

qui s’écrit X'(t) = AX(t) avec X () = (x(t),p(t)) et A = (Z 11 ) Ses valeurs propres sont —2 et 1. les

orbites remarquables sont portées par les axes propres, respectivement dirigées par les velteurs
v_, =(1,-2)etv, =(1,1).

N

-—

/
/

(2) On trouve, par exemple en utilisant la méthode de variation de la constante en cherchant une

solution sous la forme x(t) = a(t)e 2'v, + b(t)e'v,, la solution x(t) = e',p(t) = ¢’ —e". |

Fxercice 4. Soit € € [0,1/3[. On considére 1’équation différentielle
(E,) x'(t) = x(t) + x(t)* + ex(t)3.

Soit v > o.



(1) Justifier I’exiStence d’une solution maximale x, : [0, T,[— R avec T, > o de (E,) de condition
initiale x.(0) = v.

(2) Calculer T, en fonéton de v.

1

Indication. On pourra trouver une primitive de z +— —

D .

(3) Démontrer que T, < co.

Dans la suite, l'objectif e§t de minorer T, indépendamment de €. On pose

I, = {t €lo, T[: jts(xg(s))zds < lnz}.

(4) Montrer qu’il existe a, > o tel que I, = [o,a,]|.

(5) Montrer que pour tout t € I, on a
t

o< x.(t)e ' < 2vexp(f xg(s)ds).

On fixe maintenant T €]o,In(1 + 1/(2v))].

(6) Montrer que pour tout o <t <min(T,a,) ona

(1) < ave'
xp(t) < ——————
‘ 1-2v(e' —1)

(7) En déduire qu’il exiSte ¢, > o tel que pour tout € € [0,e,]ona T, > T.

Corrigeé :

(1) La fonétion F(x) = x + x*> + ex3 étant C' sur R, le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure 1’exis-
tence d’une solution maximale valant v en o définie sur un ouvert contenant o, d’ou le résultat.
Remarquons déja que les solutions de (E,) ne s’annulent pas : la fonction constante nulle étant
solution, d’apres l'unicité de Cauchy-Lipschitz les autres solutions ne s’annulent pas. En parti-
culier, toute solution reste strictement positive.

(2) On remarque que x,(t) = x,(f) + x,(t)> e§t équivalent a Xo(t’;i% =1, ce qui est équivalent a

% In(x,(#)/(1 + x,(t)) = 1. La solution e$t donc

vet

%olt) = 1+v—ve'

de sorte que T, = In(1 + 1/v).

(3) On a x,(t) > x.(t) + x.(t)>, donc xé(tﬁ% > 1. En intégrant on obtient

et donc T, < T.

(4) Ceci provient du fait que t — f e(x.(s))*>ds e$t une fon&tion continue §tri¢tement croissante
(o)
sur [0, Tg|[.




(5) Ona

En intégrant on obtient,

m(xfT“)) . f o (s)ds + fm(sfds <t+ fxg<s>ds+1n<z>,

d’ou le résultat.

(6) On remarque que 1'inégalité est §tri¢te pour ¢t = o. Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il
existe o < t, <min(T,a,) tel que

Xo(h) = svelo
O 1 —ap(eto—1)
Alors , ,
° ° 2ve’
J; xg(S)dS < J; mds = —11'1(1 —2V(et0 — 1))
Donc

to
exp(J; XE(S)dS) < m

Ainsi, en utilisant (5),

o 2vel

xq(t,) < e'oov exp(J xg(s)ds) <

1-2v(ef—1)

absurde.

Autre solution. Posons u(t) = exp (fotxg(s)ds). On a u(o) = o et u’(o) = v. Il s’agit de montrer
que pour tout o <t <min(T,a.) on a

1
M(t) < Tet—”

On a d’apres la question précédente

Introduisons w(t) = (1 —2v(e — 1))u(t).
Vérifions que w e$t décroissante. Pour cela, remarquons que

w'(t) = —2ve'u(t) + (1 —2ve' +2v)u’(t) < —2ve'u(t) + (1 — 2ve’ + 2v)2ve'u(t)> = —2ve'u(t)(1 — w(t)).

On a w(o) = 1 et w'(0) = —v. Raisonnons par I’absurde en supposons qu’il exi$te t <min(T,a,) tel
que w’(t) > o et posons
S =inf{t <min(T,a,): w(t) > o}.




Par continuité on a donc w’(S) = 0. Comme w e$t §tri¢tement décroissante prés de o,ona S > o
et w(S) < 1. Mais alors w’(S) < —2veSu(S)(1 —w(S)) < o.

On conclut que w e$t décroissante sur [o,min(T,a,)[, et donc pour tout ¢ € [o,min(T,a,)[ on a
w(t) <1.

(7) Puisque T <In(1+1/(2v)), la fonction t — 2ve. ] est continue sur [o, T], donc bornée, disons

1—2v(e -1
par C > o. Vérifions que
In(2)

EL, =
° 2TC?
convient. Par I'absurde, prenons ¢ < ¢, et supposons T, < T.
Montrons que a, = T,. Si a, < T, par continuité on a

Ae
j e(x.(s))*>ds =In2.
o
Mais comme a, < T, on a
Ae
J e(x.(s))?’ds < a.e,C> < Te,C? <lIn(2),
o

absurde. Donc a, = T,.
I1 s’ensuit par la question (6) que x, re§te bornée sur [o, T.[, ce qui contredit le théoréme de
sortie définitive de tout compact.

Remarque. Une autre maniére de résoudre les questions (6) et (7) consiste a écrire pour o <t <

min(T,a,) :
t

X (t)+1<1 +2vexp(f (1 +x€(s))ds).

D’apreés le lemme de Gronwall appliqué a la fon&tion x,(t)+ 1, on obtient pour o < t <min(T,a,),
xe(t)+1 < exp(2vt) et donc
x:(t) < exp(2vt)—1,

ce qui permet de démontrer qu’en fait pour tout T €]o,In(1 + 1/v)][, il existe ¢, > o tel que pour
tout € € [o,e,]Jona T, > T. O
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Probleme 5.

Premiere partie. Soit (E;);>, des variables aléatoires exponentielles indépendantes de parameétre 1.
On pose S, =oet S;=E, +---+E; pouri>1.

(1) Justifier que S,/n converge presque stirement vers 1 lorsque n — oo.

Pour t > o, on note i(t) > o I'unique entier tel que S;;) <t < S;(;)4, et on pose

(2) Montrer que presque stirement i(¢f) — oo quand t — oo.



(3) Montrer que

P(t) ps
—— — 1
t t—o00
(4) Montrer que pour tout C > o,
P(un) p-s.
sup —ul — o
o<u<C oo

Deuxiéme partie. Soient T >o, : IR — R, une fon&tion lipschitzienne et z, € IR.

(5) Justifier que I’équation différentielle z’(¢t) = B(z(t)) avec z(o) = z, admet une unique solution
sur [0, T], qui sera notée z dans la suite.

Pour n > 1, on fixe Z,(0) € R et on suppose que (Z,(t)),<t<7 Vérifie pour touto <t <T:

Z,(t)=2Z,(0)+ P(n—rﬁ (Z"T(S))ds),

ou P a été défini dans la premiére partie. On pose P(t) = P(t)—t et Z,(t) = Z,(t)/n.
On suppose que Z,(0)/n — z, lorsque n — oo.
(6) Démontrer que presque stirement, il existe K > o tel que |Z,(t)] < K pour touto <t < T.
Indication. On pourra utiliser le lemme de Gronwall.

(7) Démontrer que presque stirement il exi§te M > o et L > o tels que pour tout t € [o,T] on a

1Z,.(t) = z(t)| < |Z,,(0) — 20| + sup —|P nMs) |+LJ |Z,,(s) — z(s)|ds.
o<ss<t 1
(8) En déduire que
sup 1Z,(t)-2(t] = o.

o<t<T

Question bonus. (N’abordez cette question que si vous avez fait tout le reste)

(9) Est-il vrai que

P(un) p.s.
sup -ul — 0?
u>o n n—-o0

Justifiez votre réponse.

Corrige :

(1) Comme les (E;);», sont des variables aléatoiresi.i.d. intégrables d’espérance 1, c’est une conséque

de la loi forte des grands nombres.

(2) Remarquons que i(t) e$t croissant en t. Par (1), presque stirement S,, — oo. Par ailleurs, i(S,) =

n, d’ou le résultat.
Autre solution. Puisque S,/n — 1 presque stirement quand #n — oo, il exi$te une constante ¢ > o

telle que S, < cn pour tout n > 1. Par conséquent ¢ < S;(;),, < (i(t) +1)c, et donc i(t) > t/c—1 — oo

lorsque t — co.

nce



(3) Ona
P(t) Siw

t ot
Il suffit donc de montrer que i(¢)/t — 1 p.s. lorsque t — oo. Pour cela, soit ¢ > o. Pour t assez
grand,

i(t)(1 =€) < Sy St <Sjpyeq S (i(B) +1)(1 +8),

de sorte que

d’ou le résultat.

(4) Soient € >0 et N > o tels que |P(t)/t —1| < e pour t > N. On a alors

P(un) P(un) P(un) ‘
sup —ul < sup u —1|+ sup u -1
o<u<C n o<u<N/n un N/n<u<C un
N P(u P(u
< — sup Plu) 1|+ Csup Plu)
N o<usN u>N
N P(u
< — sup Q —1|+ Ce.
nocu<N|l U

Le premier terme tend presque stirement vers o quand n — co, d’ou le résultat.

(5) Puisque f est lipschitzienne, le critére de sous-linéarité implique les solutions maximales sont
globales.

(6) D’apres la question (3), presque stirement il exiSte deux constantes a,b > o telles que P(t) <
a+ bt pour tout t > o. Par ailleurs, comme f e$t lipschitzienne, il exi$te deux constants A,B > o
telles que |B(z)| < A+ B|z| pour z € R. Alors pour o <t < T, par définition de Z,, :

1Zu(O <1Z (o)l + = +bf B(Z,(s))ds <1Z, (o)|+%+bJ-t(A+B|Zn(s)|)ds.

On en déduit que
t
1Z,(1) <12, ()] + % L BAT + BJ 1Z,,(s)|ds.

D’aprés le lemme de Gronwall, il en découle que pour touto <t <T.
1Z,(1)] < (IZn(o)I +25 bAT)eBT
n

Comme |Z,(0)| converge lorsque n— oo, la quantité de droite e$t bornée, disons par K > o.

(7) En utilisant le fait que z(t) = z, +f B(z(s))ds, on écrit

Z_n(t)—z(t):Zn(o)—zo+%I3( f/s ds) U B(z( ds—J [J’(Z_n(s))ds).




Soit L > o une con$tante de Lipschitz pour p et M > o tel que |B(x)| < M pour tout o < x < K.
Alors pouro<t<T:

1Z,(t) = 2(1)] < |Z,(0) = zo| + sup ~|P(nMs)|+ th |Z,1(s) = z(s)lds.

0<s<t

(8) D’apres le lemme de Gronwall, pour tout ¢t € [0,T] on a

0<s<t

|Z(t) = 2(1)] < (lzn(o) —Zo|+ sup ilﬁ(nKS)l)eMt

Donc
_ — 1 A
sup |Z,1(t)—z(t)|S(lZn(o)—ZO|+ sup —|P(nMs)|)eLT

o<t<T 0<s<T

qui tend presque siirement vers o par hypothese et grace a la question (4).

(9) Par définition, on remarque que pour u = Sg/n on a

K Sk

n n

|51<—K|

n

'P(Zn) —u‘

Soit Ag I’événement {|Sx — K| > VK)}. Alors I’événement

hmsupAK = ﬂ UAk

n>ok>n

appartient a la tribu queue de (E;);>, et sa probabilité vaut donc o ou 1 d’apres la loi de o-1 de

o

k>n

Kolmogorov. Mais

> limsup P (Ag)

k—oo

(hmsupAK) = hm P
K

D’apreés le théoreme central limite, P (Ax) — 1/2 lorsque k — co. On en déduit que IP (limsupy Ag) 5
1. Donc presque sirement pour une infinité de valeurs de K on a |Sx — K| > VK. Donc presque
sirement

u=o

pour une infinité de valeurs de K. Donc presque strement le sup vaut +oo.

Remarque. Ce probleme et inspiré du Theorem 5.2 de 'ouvrage Stochastic Epidemic Models
and Their Statistical Analysis (Andersson & Britton).
O
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