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Analyse

Examen

Les exercices sont indépendants. Les documents, calculatrices et téléphones sont interdits.
L’épreuve dure 2 heures.

Exercice 1. Question de cours. Enoncer le théoréme limite central et le
théoréme de Levy qui caractérise la convergence en loi par la convergence
des fonctions carctéristiques.

Exercice 2. Question de cours. Ennoncer le théoréme de Cauchy-Lipschitz
et le théoréme de Peano. Donner un exemple d’équation différentielle admet-
tant plusieurs solutions pour un méme probléme de Cauchy.

Exercice 3. (Processus de Poisson) Soit (W), )nen une suite croissante de
variables aléatoire positives tel que Wy = 0. Soit, pour n € N*, la variable
aléatoire T,, = W, — W, _1. On suppose que (7},)nen+ est une famille indé-
pendante de méme loi exponentielle de paramétre A > 0. On suppose Xg = 0

et pour tout ¢ > 0,
X = Z lw, <ty
neN*
ott 1y, <4 est la fonction caractéristique de I'ensemble {W;, < t}. La famille
(X:) est appelée processus de Poisson d’intensité A.
1. Soient s,t € R tels que 0 < s < t. Montrer par récurrence que
(t—s)"

In(S, t) = / 1{s§x1§1’2§~~§xn§t}dx1 s d.%'n = ol

2. Montrer que 1{Xt:n} = 1{Wn§t}ﬂ{Wn+1>t} = 1{2;1:1 T,<t}N{X" 1 Ty > 1)
3. Calculer, pour tout n € N* | la quantité

Ellix,—nyl-

Indication : utiliser le changement de variable, de jacobien 1, wy =
t1,we =t1 419, -+ ,Wpy1 =t1+---+1n41 et Uintégrale calculée dans
la question 1).

4. Quelle est la loi de X; 7

Exercice 4. (Convergence en loi et fonctions de répartition) Soit (X, )nen«
une suite de variables aléatoires réelles définies sur le méme espace probabilisé
(©, A, P). On suppose aussi qu’elles sont indépendantes de méme loi, de
fonction de répartion F. On définit pour tout n € N* les variables aléatoires

I, = 1I§nz‘1£nXi et M, = llélzag%Xi (1)



1. Calculer la fonction de répartion de I, (F7,) et la fonction de répartion
de M, (Fur,) en fonction de la fonction de répartition F'.

2. Calculer la fonction de répartion de I,,. Que peut-on conclure sur la
convergence en loi de I, 7 Expliquer.

3. Calculer la fonction de répartion de M,,. Que peut-on conclure sur la
convergence en loi de M, 7 Expliquer.

4. On suppose maintenant que les X,, sont de méme loi exponentielle
de paramétre A > 0. On considére la variable aléatoire Z, = f\f—g
Calculer la fonction de répartion de Z,.

5. Etudier la convergence en loi de Z,,.

Exercice 5. (Systéme prédateur-proies de Lotka-Volterra) Soient a, b, o, 8 >
0. On cosidére le systéme

' = ax — bxy,
{ (2)

y' = —ay + By,
avec la condition initiale z(0) = xz¢g > 0 et y(0) = yo > 0. Soit Jt_, ¢, [ le
domaine de définition d’une solution maximale.
1. Montrer que pour tout ¢t €]t_,t. [, x(t) > 0 et y(¢t) > 0.

2. Montrer que la fonction H(x,y) = fx+by—alnz—alny est constante
sur chaque solution.

3. Montrer que t_ = —o0 et t4 = o0.

4. Déterminer les points d’équilibres du systéme sur le quadrant x >
0,y > 0.

5. On divise le quadrant en quatre parties en utilisant la droite horizontal
et la droite vertical passant par le point d’équilibre. Faire un dessin
du champ de vecteurs associé au systéme.

6. Montrer qu’une solution qui n’est pas constante doit forcement passer
par toutes les quatre parties.

7. Montrer que les solutions du probléme de Cauchy sont périodiques.

8. Soit w la période. Calculer les moyennes %f;“rw x(s)ds et %f;ﬁw y(s)ds
pour u € R et (z(t),y(t)) une solution.

9. Si zg ou yp ne sont pas positifs, la solution est-elle périodique ?

Exercice 6. (Equation de Ricatti) Soit '’équation différentielle 2’ = 2 + 22
et ¢ : I — R une solution maximale de 1’équation.

1. Montrer que ¢ est croissante.

2. Montrer que s’il existe ¢y tel que ¢(tp) > 0 alors I est majoré. Indi-

cation : considerer la fonction 3:;—((?)



3. Montrer que s'il existe tg tel que ¢(tp) < 0 alors I est minoré.

. Montrer que I est borné et ¢(I) = R.

5. Montrer qu’il existe une seule solution maximale impaire de I’équation

différentielle.
. Soit ®(t) = fti) ¢(s)ds (ou tg € I). Montrer que f : I — R définie
par f(t) = e~ ®(®) est une solution sur I de Péquation du second ordre

2" +t?2 = 0. Quel est le domaine de définition des solutions maximales
de cette équation ?

7. Trouver des équivalents de ¢ aux extrémités de I.

8. Montrer que f(t) s’annule aux extrémités de I.

9. Si f: R — R est une solution maximale de z” + t?>x = 0, montrer

que si t_ et t4 sont deux zeros consécutifs de f alors —% est une

solution maximale de 1'équation de Ricatti sur Jt_, ¢4 .



