
Falude: Couplages
Un couplage de deux variables aléatoira X a Y C

pas forcément définies sur le mama
espace

de probul est une variable aléatoire (X1
, Y') telle que

X'Ex
, y by

#le
Soitus, un entier

,
et Ospecq .

Alors
pour

tout entie ocken
,

P(Bin(u
, p)(, k) =P(Bin (n

, 91, 1)

LPe
: On construit un couplage dan lequel BinCa

,pl BinCu, 9) en considérant

(Wilizn vid em [0, 13 et en posant X=Dup , Y'=twing
-

Plan : 1) Théorème de représentation de Skorokhod

2) Distance en variation totale

3) Distance de Lévy-Prokharo

4) Monotonie, orche stochastique
Références pour un bestiaire de distances sur MICE) :

· Alison L
.

Gibbs
,
Francis Edwards Su

,
On choosing and bounding probability metrics

. Svante Janson
, Probability distances

1) Théorème de représentation de Skorokhod

Thrame Soit CE, al séparable , CXilis, ,
X des via à valeur dans E relles

que

Xn X
.

On peut définir des va CX is, ,
X sur un in

espace
de

probl ty Fr> 1
,
XnEXn

,
XEx' et Xh*, X.



Voir femille d'exos pour
la
preune

dans le cas E=

En pratique, ce théorème ent utilisé pour se ramener à un

raisonnement déterministe à partir d'une convergence en loi

Con fait "comme si" Xn- X de manière déterministe

Touteinformation sur les lois jointes des Xi ent perdue chez lesX

Application Soit X.
Xa

,
X

,
...

des var réelles ty Xnfix. On suppose

L que lim emp[(X11 1xnk
,

a] = 0 (*)
a + xv>

Alors[X]+ ELX]

Pauve : D'aprè le thun de représentation de Skorothod, or peut

supposes que XwF X et que (X) (con c'et une propriétédes
lois individuelles des Xn).

Alors X.EX et la conclusion découle du fait queL
X-
Ex

, Nul, WI > XnEs X
N

Pour la
prome,

con admet l'existence de via indépendantes ayant des lois fixte

et
on utilise le laume suivant

Somme Soit IE
,
al séparable etpet ,

CEL Pour tout Eco,
il existe une partition

E= Ai en ensembles meubles tel que

· Ki
,

I
,
diam(Ail5 · Vil, /DAi) = 0.



Pave : Soit Kilis
,

une suite dénombrable danse .

Pour tout is
,

I
,

52[ : poBIK03 et dénombrable.

On choisit alors 115tg pferill = c

Bi

On définit par récurence
A

, = B
, , ..., Ai = B, n ---B, Bi

et on vérific que plOAil =o (en effet ,A = +(A) et &CAUB) CGAULB
,
donc

MLOAl =0 -> MCOAY =0 et MIGAl = p(OBl =0 -> MCOLAUBIl =0)

No

Prene du théorème de se présentation de Skoroshod .

Noton
un
la los de Xa

, pe
la los de X

1#el : Soit p et (AP) is,

une partition donnée par
le launa pour sp 20

avec

p

Soit Rpbelque(i) <p
On

pose Aj = &A
,
de sorte

que p(AB) < Ep et (DAD) = 0.
i = Rp + 1

En particulier
,
AB

,

A P,
..., App est une partition de E

.

Par
convergence en loi

,
on peut trou ap

tel
que

m
, ap => Me (A?) <, (1 - (p)p(A ! ) pou ocickp(*)

En particulier , MnCA! ) =0 => MAI) =0

Sam perte de généralité, ou suppose
a

, ca , c -- et ns a
. Soit pas,

I l'aique

entier tel que apn-R < Aph + 2
· Lorsque ne o

,
on a pr +

0.

Étape2 L'idée ent ensentiellement de définir Xm = XIXnEACorsque XA
Il faut rependent ajuster à la

marge pour que
Xn'Xn .



I
&

On va définir X' comme suit :

X= D Yni + 1 Zu
i = 0, (V--

sp , XEAP]
U > 1-Epu

Mn(APO

avec (Ylni, CZulna
,

1 ,WiX via # définies sur le même
espace

de probutq i
· Nuniforme su 50, 1]

· Xix1

· La (Yn ,
i) = Mul : / AE)

· Loiszal

définiePA) (Mu(A) - (- 3) p(A),P(EntA) = s
MulA)o

quantité qui définit bien une mesue positive par cas et demasse totale 1 (car puA = 0 = MA=0)

Ou vérific que XhXu :

P(Xn + A) = = p(U - 1
- Spm) XEA?, YuitA) +1(W> -Spr,

EnEA)
1 = 0

,

MnCAKO

= (1-ap)RA) MuCAIA+Et
= Mu(A)

can PlEntAl=(MuCAl-C-ESPMIA) MuCAA
Epe3 Ou vérifie que Xi, X.

Soit Ep = EXA8
,
r = 1- 3p3.

On
a P((Ep)") < N(X(AS)+/r 1 - (p)=
Dans [P((Ep)) 1.

P3)

Donc par
Barel-Cantelli

, ps, à partir d'en entain rany Ep
est réalisé



Done ps pour norsey grand Eph est réalisé.I Per définition de Xn ,
cela implique alors 71ikputy X, Xn Am

et dans d(X
,
Xh) = Spri

Bas Xn> X.

~

Remarque Lorsque E et polari , il ent possible de montrer que
elespace de proba commun peut être pris comme 50, muni de la

mescue de Lebesque



2) Distance en variation totale
Soit (S

, B) un espace mesué

Definition Pour p ,
reM

,
(5)

, on pose dr (4 ,
r) = Sup (MSA)-USA

AEB
Pour des variables aléatoires X

, Y a valeur dou S, on poseI dur (X
, y) = sup (P)X+Al- B(YEA)

AEB

On montre les résultats suivants :

· dux ent une distance sur 1
, (5) qui le rend complet

· Si petr sont absolument continues par rapport à une meme o finay
un (5

, B) ,
alors du (Mir)=Sel

Ceci permet de montres que
du (M .

v)= - eup51/804-Sor1 : g : St pmenuable
, 11812-13

et
que du (4) = inf{PCX # Y7) : (XiY) couplage de X , Y3,

avec l'inf qui ent atteint

· Lorsque S est un

espace métrique muni de sa triba borélienne
, dep dut

· Lorsque Sect dénombrable, muni de la distance discrète
, B= PCS) la convergence

pour du
et équivalente à la convergence en loi CD faux en general

et dr(4 ,
r)=1 (a- ra)



 http://websites.math.leidenuniv.nl/probability/lecturenotes/CouplingLectures.pdf

Remarque : Une prétrique su S est une fonction d a valau dans 20
,
03 définis s staremble

des lois jointes de variables aléatoire (X
, Y) à valus dans S telle

que pour des va X
, Y, z définies sur

le même espace :

①Six= Y ps,
alors &(X

,y= 0 & 5 (X
, y 1 = cy,x) S(X

,y) -> 0 (X
,
z) + 51z

, y).

La quantité F(X ,y1 = inf5(X , y') : XEX
, y'Ey 3 et appelée métrique minimale

asociés à d

Ainsi, du est la métrique minimale sociée à J(X ,y)= 5(XY) .

Remarque Pour un ensemble i de fonction mesmable STR ,
ou pose pour X iy va a

valeur dows 3
, du (X ,Y) = eupEIIS(X] - ETS(Y13) : JEE3 , appelée

métrique duals définie par I .

Ainsi, dix ent la métrique deale définie par
lune de 3 familles F = &f : S+ 1 mesurable

, 11813 , F =Ef : Semennable
, =8

o E = &Ba : AcB(s)]

Référence : Notes de cars "Probability Theory :The Coupling Method
de Frank den Hollender :

I section 2)

3Distance de Léry Prokhorov
Soit (E

,
al métrique séparable. On rappelle que dip(4 ,

5) = inf5330 : VAEBCE) , M(A) - U (AS)+53

pour M .0 M
, SE)

,
où A = [xE : d(u

,
Al 53

Définition Pour des variables aléatoires X
,Y définies ser le même

espace de proba et à valeurs dan

I E
, on pose < (X

, y) = inf52 > 0 : 15(d(X
, Y) >

, 5) < [3 .

L'at la métrique de Ky-Fan ,
et on peut vérifier qu'elle métrice la convergence en probabilité



Tordme(Strassen) Soit (E
,

d) séparable , pre M
.
SE)

.

Alors

&
p (4 ,

r) = inf{h(X , y) : (X
, Y) couplage avec Loi(x) =

p
et Loi (x) = 0) .

Ci
p

et r sont tendues (tajous le cas si E complet) , alors l'inf ent atteint

Persd'une inégalité. Soit (X , Y) un tel couplage . Ou
mq dip(4 ,

5) & &SX
,Y)

I
Soit 3) ((X

, Y) ,
de sorte

que PSd(X, YK
,3) 3.

Alors p(A) = p(X (A) < B(x = A
,

d(X
, y((6) + y(x + A

,
d(X

, y(), a)

= D(y(A3) + d = 0(AS) + 2
,

d'où dip(m ,
v)E

~

L'autre inégalité ent délisate et peut se montrer en utilisant le leume des mariages, f

Billingsley,vergence of probability measures (nd Ed) ,
The 6

. 9

or Dudly
,RelAnalysis and probability, Corollary 11

.

6
. 4

Remarque Ainsi, dep et la métrique minimale asociée à a

On finit cette partie par un résultatutile de couplage * à la Skorohod" :

Torème(Dudley) Soit (E,
al séparable ,

Xn
, Yn desva à valeur dans Etq d pSXn ,Yn E

Alors il existe un espace de proba avec des via XXn
, Yu Ins

, définies dessus taI
· Val

,
XiEXu

, YhEYups ,
d(Xn

, Yl)->

I Dudly ,RelAnalysis and probability, Theorem 11
.

7
.

I



4)Monotonie, orde stochastique
Ici (E

,
a) est un espace polonais

Definition
Une relation a est un orde partiel si Fuy,:

1)(((2)((y , y(y = 42y3742y , yxx =- x =

y

Exemples . R muni de l'orche usuel
-

I · ça avec calizbili Si Ri = 1 bi = 1 (Ga =
1

,
on dit

que
le

site i ent occupé ,
vide Sinon (

Définition Un événement A est dit croissant siA = SYE: y3tA .

Exemple Pour E = 50
,
1322

,
A = &7 chemin infini constitué de sites occupés adjacents3

I est croissant

Definition Soit
pr EM

, CE. On dit que
s domine stochastiquement qu

et
on

note
par

I si FAEBCE) croissant
, p(A) ( r(A) , ou

,
demanière équivalente

SSefdr Xf : E-R mesurable
,
bornce

,
croissante

.

(Par croissante on vent dire (y => f(x) = f(y)

Exemple Pou E = R
, Mer

El FIER
, p(3 -0

, x]) -
> +(2- 3

, x)) .

Théorème(Strassen) On suppose que (44)E: yZet formé . Soit pir EM
,SE) .

Alors (11 F) (2)

(1)4L (2) 7 couplage (X
, Y) +g 20i(X =

p ,
Loi (X = r et P(XX) = 1

La
prene repass sur de l'analyse fonctionnells, f

Lindfallenthe Coupling Method
, chapterV

or Lindrall
,OStraen'stheorem on stochastic domination

,

ECP 4 (1999) , 51-59


