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Feuille d’exercices (cours 4 et 5) :
Espace des fonctions continues

1 Exercice a chercher pour le mardi 12 novembre

Cet exercice sera corrigé au début de la séance du mardi 12 novembre

‘Exercice 1. Pour tout n > o, on se donne deux processus X", Y" dans l'espace C([o,1],IR), définis sur
un méme espace de probabilités (qui peut éventuellement dépendre de n). On suppose que X" — X et
Y" — Y en loi.

(1) Alix dit : la suite (X", Y")),>, €St une suite tendue dans C([o,1],IR)>. A-t-elle raison ?

(2) On voit maintenant le couple (X", Y") comme un unique processus

te (X7, Y, telo,1]

dans C([o,1],IR?). Billie dit : la suite (X", Y"),>, est tendue dans C([o,1],IR*)? A-t-il raison?

(3) On voit maintenant le couple (X", Y") comme une fonction (X{, Y/"); t¢[o,1] de C([o, 1]*,IR*). Camille
dit : la suite (X", Y"),;5, est tendue dans C([o,1]?,R?). A-t-elle raison?

Corrigé :

(1)

Oui! Soit € > 0. D’apres le théoréme de Prokhorov, il exi$te deux compacéts K, K, de C([o,1],R)*
tels que P(X"€K,)>1—-¢cet P(Y"€K,) > 1 —¢ pour tout entier n > 1. Alors K, x K, e§t un
compadct de C([o,1],R?), et P((X",Y") 2 K, xK,) > 1 — 2¢, ce qui montre que ((X",Y")),>, e$t

une suite tendue dans C([o, 1], R)>.

Oui! Tout d’abord, il eét clair que pour tout t € [0,1], (X}, Y/"),>, e§t tendue. Pour contréler

le module de continuité, munissons R*> de la norme || - ||,. Pour une fon&ion f = (f,,f,) €
C(lo, 1] R?),

w(f,0) =sup{lfi(s) - fr(O) +1fo(s) = LalB) 1 [s =t < O} S w(fy, 6) + w(f>, ).
Ainsi,
P(w((X",Y"),0)21n) <P(w(X",0)=2n)+P(w(Y",8) > 1),

ce qui implique la tension.

Remarque. Alternativement, on peut utiliser le fait que la fonction

C([lo,1],R)> —  (C([o,1],R?)
(f,8) = (f(1),8(1))ost<:

est continue et la stabilité de la tension par composition par une fonction continue.
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(3) Oui! Il suffit de vérifer que la fontion

@ : C([o,1],R)> — C([o,1]*,R?)
(f;g) = (f(s);g(t))o£s<1o<t<1

>1,0x0>

et le résultat en découlera par stabilité de la tension par composition par une fonétion conti-

nue. A cet effet, en munissant IR> de la norme ||- ||, et en notant d(F, G) = SUP (5 t)efo,1 [|F(s,t)—

G(s, t)||, pour F,G € C([o,1]?,IR?), on remarque que

d(@(f,8),P(f",&) =IIf = fllo +118 = §'llco-

Il en découle que si f, — f et g, — g, alors ®(f,,g,) = P(f,g), d’'ou le résultat.

2 Exercices a chercher

‘Fxercice 2. Soit (X"),, une suite de processus dans C([o, 1], R¥). On suppose que X" = X dans C([o,1], R¥).
Soit f : RF — IR une foncion continue. On pose

Y, = J f(X"ds, Y= f F(X,)ds.

Montrer que (X", Y,) = (X,Y).

Corrigé :
Corrigé plus tard en séance. O

Z:xercice 3. Soit X", X des processus croissants, continus de [0,1] dans R. Montrer que X" = X si et
seulement si X" converge vers X au sens des marginales fini-dimensionnelles.

Corrigé :

Corrigé plus tard en séance. O

Z}(ercice 4.
(1) Pour a > o, l'application f + t,(f) = inf{t > o : f(t) > a} définie sur C = C(R,,IR) a valeurs dans
R, U {oo} eSt-elle continue? Sinon a-t-elle des points de continuité, et si oui, lesquels?
(2) Soit (X",n > o) une suite de processus dans C. On suppose que X" converge en loi vers X pour la
topologie uniforme sur les compacéts. On suppose également que X = o pour tout # > 1. On note,

pour a > o,
Tan = ta(Xn)l T, = ta(X)'

Discuter la convergence (ou non) de T,' vers T,. Discuter le cas particulier ot X e$t le mouve-
ment brownien $§tandard (cette derniere question se traite mieux avec la notion de propriété de
Markov forte pour le mouvement brownien, voir le cours de calcul §tochastique).
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Corrigé :
Corrigé plus tard en séance.

3 Exercices additionnels

‘Exercice 5. Montrer que {f € RI>']: f e§t continue) ne§t pas un élément de la tribu produit R®®*],
Indication. On pourra considérer une variable aléatoire U uniforme sur [o, 1] et considérer la fon&tion
X(t) =14,y pouro<t<1.

Corrigé :

On raisonne par 'absurde en supposant que A = {f € R f e$t continue} € RE*], La variable
aléatoire X = (X(t): 0 <t < 1) a les mémes marginales fini-dimensionales que la fon&tion nulle. Ella
donc la méme loi que la fonction nulle. Ainsi

P(XeA)=P(oeA)=1.

C’e$t absurde car X n’est pas continu. O

‘Exercice 6. Soit K un espace métrique compact et E un espace métrique. On note C(K, E) I'espace des
fonctions continues de K dans E muni de la distance d(f,g) = sup,.x de(f(x),g(x)). Montrer que {BN
C(K,E): B e B(E)®X} e$t la plus petite tribu sur C(K, E) qui rend toutes les projections

M,: CK,E) » E
f = flx)

pour x € K mesurables (autrement dit, la trace de la tribu produit B(E)®X sur C(K,E) e$t la tribu produit
sur C(K,E)).

Corrigé :
Notons F = {BNC(K,E): B e B(E)®X}, qui e$t bien une tribu sur C(K, E).

Puisque pour tout x e K et Ae B(R), {f e C(K,E): f(x)e A} ={f € EX :f(x) e AfNnC(K,E) e F, la
tribu F rend bien les projections 7, mesurables.

Soit maintenant G une tribu sur C(K, E) qui rend toutes les projections I'T, mesurables et considérons

{Be B(E)®** : BN C(K,E) € G.

On vérifie que c’et une tribu qui contient les cylindres de B(E)®X, elle e§t donc égale a B(E)®X, ce
qui conclut. O

Z:xercice 7. On considere un espace de probabilités (QQ, F,IP) muni d’une filtration, c’est-a-dire d’une
famille (F,t > o) de tribus telle que F; C F pour tout s < t. On rappelle qu'une martingale est une
famille de variables aléatoires (X;,t > o) telle que X; € L, pour tout t > o et telle que pour tout s <t ona
E[X;|F] = X,.
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Soit (X",n > o) une suite de processus de C = C([o,1],IR), intégrables et adaptés par rapport a des
filtrations ("), c’e§t-a-dire que X/’ e§t mesurable par rapport a 7" pour tout t > o. On suppose que X"
e$t une F"-martingale, et que X" converge en loi vers X dans C. On suppose également que pour tout
te€lo,1], (X{'),>: €St uniformément intégrable.

Montrer que (X;,0 <t < 1) est une (F;)-martingale ou 5, = 0(X;,0 <s < t).

Corrigeé :

Tout d’abord, on remarque que par uniforme intégrabilité, pour tout t € [0,1], X; e$t intégrable et
E[X;] = E[X,].
On fixe s < t. Soit A € F;. Il s’agit de démontrer que

E[X;14] =E[X,14].

Puisque 'ensemble des événements A satisfaisant a I’égalité précédente e$t une classe monotone, il
suffit de démontrer que pour tout o <t, <--- <t, <t et couples de réels (a;,b;),<i<, avec a; <b; on a

E [Xsﬂai<Xti<bi pour tout 1$i§n] =E [Xt]lai<Xti<bi pour tout 1£i$n] .

A cet effet, on remarque que

n _ n
E [Xs lai<X{;<bi pour tout 1Si£n] =E [Xt I[a,<<Xt"i<bi pour tout 1Si$n]

car I’événement {a; < X < b; pour tout 1 <i < n} appartient a o(Xy, : 1 <i <n)estdonca F".
D’aprés le théoréeme de représentation de Skorokhod, on peut supposer que X" — X presque
sirement. On a alors les convergences presque stures

n
Xs lai<X{;<bi pour tout 1<i<n n—>oo) Xsﬂai<Xti<b,' pour tout 1<i<n
et

n
Xt ILa,»<Xg,<b,- pour tout 1<i<n n—>oo; Xt]lai<Xt1.<b,» pour tout 1<i<n:

Par uniforme intégabilité, ces convergences ont également lieu en ajoutant des espérances, ce qui
conclut. O

Exercice 8. Soit (E,d) un espace métrique.

(1) On suppose que E et séparable. Montrer que tout ouvert de E e§t union dénombrable de boules
ouvertes.

(2—*) La réciproque est-elle vraie?

Corrigé :

(1) Soit (x;);>; une suite dénombrable dense de E. Si U e$t un ouvert, on écrit

U= U B(x;,1/m).

i,m>1:B(x;,1/m)cU
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En effet, I'inclusion D est claire. Pour l'inclusion C, soit x € U et € > o tel que B(x, &) C U.
On considére alors x; tel que d(x,x;) < €/4, de sorte que pour m = |[1/(2¢)], x € B(x;,1/m) et
B(x;,1/m) C U.

Oui! Supposons que tout ouvert de E est union dénombrable de boules ouvertes. On raisonne
par ’absurde en supposant que (E,d) e$t non séparable.

Vérifions d’abord que qu’il existe r > o et un sous-ensemble E, C E non dénombrable tel
que pour tous x = y dans E, ona d(x,y) > r. Pour chaque r = 1/n, considérons un sous-ensemble
maximal (pour l'inclusion) de E ayant cette propriété (qui existe d’apres le lemme de Zorn).
S’ils sont tous dénombrables, alors clairement E et séparable.

Considérons maintenant ’ensemble E, C E, des points x € E; pour lesquels il exiSte un
point y, € E tel que o <d(x,y,) <r/10.

Cas 1. E, eSt non dénombrable. On pose alors

U= Bxdxp.),

x€E,

qui e$t une union disjointe. Considérons une boule ouverte B(z,a) C U. Puisque z € U, il
existe x € E tel que d(z,x) < d(x,y,). Mais

r/5>2d(x,v,) > d(x,2)+d(z,9,) > d(z,9,) > a

car y, ¢ U et a fortiori y, ¢ B(z,a). Par conséquent B(z,a) eSt inclus dans une unique boule
B(x,d(x,vy)), et il faut donc un nombre non dénombrable de boules ouvertes pour couvrir
U, absurde.

Cas 2. E; = E,\E, eSt non dénombrable. Tout d’abord, remarquons que puisque tout point de E;

edt isolé, tout sous-ensemble de E, est ouvert. Pour tout x € E;, on définit R(x) comme le

rayon maximal d’une boule ouverte centrée en x et contenant un nombre au plus dénombrable

de points, de sorte que R(x) > r/10 pour tout x € E;. Pour un point x € E;, on dit qu’une
étoile centrée en x et une union D = {x}UC, ou C = {z,,z,,...} C E; e§t une suite dénombrable
de points tels que d(x,z;) — R(x). Puisque E; est non dénombrable, il existe une collection
disjointe non dénombrable d’étoiles (pour le voir, on peut raisonner par ’absurde en utili-
sant le lemme de Zorn). Soit U I’ensemble de leurs centes. Puisque U C E3, U e$t ouvert, et
on peut donc I’écrire comme une union de boules ouvertes

(o]

U= UB(xi:ri)

i=1

avec x; € U et r; > o. Il exi$te i, > 1 tel que r;, > R(x; ), sinon U serait dénombrable. Or,
d’une part B(x; ,r; ) contient une infinité de points de I’étoile D centrée en x; , mais d’autre
part par con$truction U N D = {x; }, contradiction.

|
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