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@Lestions de cours.
(1) Enoncer le critére -6 de I'uniforme integrabilité.
(2) Enoncer le théoréme de représentation de Skorokhod.

(3) Enoncer le critére de tension de Kolmogorov.
* % %

Z:?(ercice 1. Soit (X;);>; et X des variables aléatoires réelles. On pose S, = (X, +---+X,,)/n pour n > 1.
On considere 1’assertion suivante :

(A): si X, — X, alors S, — X.

n—o00 n—-o00

ESt-ce que l'assertion (A) est vrai pour les modes de convergence suivants?

(1) | Convergence p.s. (2) |Convergence L'

(3) | Convergence en probabilité (4) | Convergence en loi.

Justifiez vos réponses.
* ok %

f?(ercice 2. Soient (X,,),>; et (Y,),>, des variables aléatoires réelles. On suppose que pour tout
n > 1, laloi de X,, est absolument continue par rapport a la loi de Y,, de densité f,,. Cela signifie que
fn: R > R, e$t une fonction mesurable telle que pour toute fon&tion mesurable positive F : R — R,
ou pour toute fonction mesurable bornée F: IR — Ron a:

E[F(Xy)] = B fu(Yn)F(Y,)].

(1) | On suppose que f,(Y,,) converge en probabilité vers 1 lorsque n — oo et que Y,, converge en loi
vers une variable aléatoire Y. Montrer que X,, converge en loi vers Y.

(2) | On suppose que f,, est continue pour tout n > 1, que la suite (f,),», converge uniformément
sur R vers une fonction f, que Y, converge presque stirement vers Y et enfin que E[f(Y)] = 1.
Démontrer que X,, converge en loi.

* %k %

Z:;Cercice 3. Soient (X[ n>; et (Xi)k>, des variables aléatoires a valeurs dans un espace métrique E
telles que pour tout k > 1, presque stirement pour tout # assez grand on a X' = X;. Démontrer qu’il
exi$te une suite (déterministe) A,, — oo telle que

IP(pour tout k € {1,2,...,A,Jona X' = Xk) — 1.

n—-oo
* % %

Petit probléme 4. Lobjet de ce probleme e$t d’étudier le comportement asymptotique d’une marche
aléatoire qui peut parfois faire plusieurs sauts identiques a la suite.

On note C ’ensemble des fon&tions continues de [0,1] dans R muni de la norme uniforme.

Les trois premieres parties peuvent étre traitées indépendamment les unes des autres.



Premiere partie. Soit H € [1/2,1]. On considere une variable aléatoire W = (W;),<;<, a valeurs dans
C vérifiant les propriétés suivantes :

a) (W;)o<i<, €St un processus gaussien centré, c’est-a-dire que pour tout k > 1, pour tous o < t; <
-+ < tx < 1, pour tous a,,...,a; € R, la variable aléatoire a, W, +---+a;W,;,_ et une variable
aléatoire gaussienne centrée.

b) Pour tous s,t € [0,1] on a E[W,W,] = i(szH +2H s — tle).
La famille (IE[W;W;])o<st<: €5t appelée matrice de covariance de W. On rappelle que la loi d’un
processus gaussien centré est caraltérisée par sa matrice de covariance. En effet, si (X,...,X,) e§t un

vecteur gaussien (c’est-a-dire que toute combinaison linéaire des coordonnées suit une loi normale)
centré sa fon&tion caratéristique est, en notant u = (u,,...,u,) € R",

¢(X1,.--,Xn)(“) = lE[ei(”1X1+-~-+uan)] _ e‘%“TKM'

ot | désigne la transposition et K = (E[X;X;]):1<i,j<n €St la matrice de covariance.
Enfin, on note Py la loi de W (l’existence de Py sera démontrée plus tard dans ce probleme).

(1) | Si Z et une loi normale N (o,0?) centrée de variance o2, démontrer que E[Z*] = 30*.

(2) | On suppose l'existence de Py pour tout 1/2 < H < 1. Démontrer que 'application

O : [1/2,1] — (M,(C),drp)
H = IPH

est continue.

(3) | Démontrer 'exiStence de Py dans le cas ou H = 1.

Deuxiéme partie. Soit H €]1/2,1[. Dans cette partie, (Y;);>, sont des variables aléatoires réelles
centrées de variance finie. On pose S, =oet S, =Y, +---+ Y, pour n > 1 entier. Enfin, on définit S;
pour t > o par interpolation linéaire et on pose pour n > 1 et t €[o,1]:

(4) | On suppose dans cette question que les propriétés suivantes sont satisfaites :

a) pourtoutn>1eti>1,S,,;—S,alamémeloiquesS,.
b) E[S2] = O(n*H) lorsque n — co.

c) (Z,) converge en loi au sens des fini-dimensionnelles dans C.

Démontrer que Z,, converge en loi dans C lorsque n — oo.

(5) | On suppose dans cette question que les propriétés suivantes sont satisfaites :

a) (Y;)i>, eSt un veCteur gaussien.
b) pourtoutn>1eti>1,S,,;—S,alamémeloiquesS,.

¢) E[S2]~c-n*H lorsque n — o, avec ¢ > o.

Démontrer que Z,, converge en loi lorsque n — oo vers (vc- W, :0<t < 1) ou la loi de W a été
définie dans la premiere partie.



Troisieme partie. Soit p € [0, 1]. Dans cette partie, (X,,),>, sont des variables aléatoires indépendantes
telles que X, suit une loi de Bernoulli de parametre 1/2 et pour n > 2 la variable aléatoire X,, suit une
loi de Bernoulli de paramétre p. Pour k, 7 > 1, on pose Y, = (—1)X+ X puis S, =oet S, = Y, +---+Y,,.
Ainsi, les sauts de la marche (S,,) sont +1, le premier saut est +1 avec probabilités 1/2 et pour n > 2
le n-ieme saut e$t le (n — 1)-ieme saut avec probabilité 1 — p, et 'opposé du (n — 1)-iéme saut avec
probabilité p. Enfin, on définit S; pour t > o par interpolation linéaire.

[Ajout apres I'examen : erreur d’énoncé, pour n > 2 la variable aléatoire X, suit une loi de Ber-
noulli de parametre 1—p, de sorte que pour n > 2 le n-iéme saut est le (n—1)-iéme saut avec probabilité
p, et l'opposé du (n — 1)-ieme saut avec probabilité 1 —p. |

(6) | Démontrer que pour tous i,n>1onaE[Y;Y;,,]=(2p—1)".

(7)| Dans le cas ou p = 1/2, démontrer que (S,;/v/n: 0 <t < 1) converge en loi dans C vers la loi de
W définie dans la premiere partie pour H = 1/2.

Quatriéme partie. Soit H €]1/2,1]. Soit P une variable aléatoire a valeurs dans [1/2,1] de loi
(1-H)237M (1 - x)' M1, 4y(x)do.

Dans cette partie, on note X = (X,,),,>, une suite de variables aléatoires qui, conditionnellement
a P, sont indépendantes et telles que X, suit une loi de Bernoulli de parameétre 1/2 et pour n > 2 la
variable aléatoire X,, suit une loi de Bernoulli de paramétre P. Formellement, si pour p € [0, 1] p,, eét
la loi d’une suite de variables aléatoires indépendantes de Bernoulli dont la premiére a parametre
1/2 et les autres ont parameétre p, la loi Px de X est caractérisée par le fait que pour tout événement
A de {o, 1}N on a

Py (A) = f pP(A)- (1 - H)2372P (1 —x) 2P0, ), o (x)di.

[Ajout apreés ’examen : méme erreur d’énoncé, pour n > 2 la variable aléatoire X, suit une loi
de Bernoulli de parametre 1 — P, et py, et la loi d’une suite de variables aléatoires indépendantes de
Bernoulli dont la premiére a parametre 1/2 et les autres ont parameétre 1 — p]

Soit maintenant (Xk)k21 une suite de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que X. Pour k > 1, on

k k
pose X* = (X%),5,. Pour k,n > 1, on pose YX = (—1)%i++Xn,

k
Yr;+1+"'+Yn+1
vk

dimensionnelles vers un vecteur gaussien (G,,),», centré qui vérifie :

(8) | Démontrer que lorsque k — oo, ( tn > 1) converge en loi au sens des marginales fini-

a) pour tout n>1, E[G;]=1.
b) pour tout n>1 eti > 1, la quantité r(n) = E[G;G,,,]| ne dépend pas de i etonaon a
1 H(2H -1) H(2H —1)

WS g e I\ T )

Remarque. On admettra que f11/2(2u —1)"(1—-u)Hdu ~ L+ H(zH-1)

L |
. orsque 1 — oo.
c2 (1—H)2372H nzsz

(9)| On pose V,, = G, +---+ G, pour n > 1 et on définit V; pour t > o par interpolation linéaire.
Démontrer que

V loi
(CH—nHt:OStﬁl) (ﬁl (Wi:0<t<1),

n n—-o0

ou la loi de W a été définie dans la premiére partie.
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