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Questions de cours.
(1) Enoncer le critére e-6 de 'uniforme integrabilité.
(2) Enoncer le théoréme de représentation de Skorokhod.

(3) Enoncer le critére de tension de Kolmogorov.
* % %

Z}(ercice 1. Soit (X;);>; et X des variables aléatoires réelles. On pose S, = (X, +---+X,,)/n pour n > 1.
On considere l’assertion suivante :

(A): si X, — X, alors §, — X

n—o00 n—-o00

ESt-ce que l'assertion (A) est vrai pour les modes de convergence suivants?

(1) | Convergence p.s. (2) |Convergence L'

~—

(3) | Convergence en probabilité (4) | Convergence en loi.

Justifiez vos réponses.

Corrigé :

(1) Vrai d’apres le lemme de Césaro.

(2) Vrai, en écrivant par exemple

IE“Sn_X” <

L E[IXi = XI]
n

et en utilisant le lemme de Césaro.

(3) Faux, par exemplesi (X,),>, sont des variables aléatoires indépendantes avec IP(X,, = n) = -

et IP(X, =0) =1-1/n. Alors X,, — o en probabilité. Vérifions que S, > o en probabilité.
Pour ¢ €]o, 1/2[, on remarque que

P(S,,>¢)>P(dke{nn+1,...,2n}: X =k).
Mais

i

2n
P(dke{nn+1,...,2n}: X, =k) = 1_eXP(Zln(1_ 1)] N 1_

i=n

Ainsi IP(S,, > ¢) /~ o.




(4) Faux, en prenant par exemple X,, = -X,,,, = N avec N une loi N (o,1).

* ok %

O

Z:?(ercice 2. Soient (X,,);>, et (Y,),>, des variables aléatoires réelles. On suppose que pour tout
n > 1, laloi de X,, e§t absolument continue par rapport a la loi de Y,, de densité f,,. Cela signifie que

fn : R — R, e$t une fonltion mesurable telle que pour toute fonction mesurable positive F : R — IR,

ou pour toute fonction mesurable bornée F: R - Rona:

IE[F(XH)] = IE[fn(Yn)F(Yn)]-

vers une variable aleat01re Y. Montrer que X,, converge en loi vers Y.

Démontrer que X,, converge en loi.

(1) | On suppose que f,(Y,) converge en probabilité vers 1 lorsque n — oo et que Y,, converge en loi

(2) | On suppose que f, est continue pour tout n > 1, que la suite (f,),», converge uniformément
sur R vers une fonction f, que Y,, converge presque stirement vers Y et enfin que E[f(Y)] = 1.

Corrigé :

(1) Soit F : IR — R continue bornée. Soit € > o et soit E,, = {|f,,(Y},) — 1| < }. Alors

[E[F(X,)] - E[F(Y,)]| < E[IF(X,)~F(Yy)Lgs]+E[lfu(Ya) = 11F(Y,) 1,
< 2lFllolP (E) + E[If,(Y,) = 11F(Y,) I, |
< 2||Flle P <n)+e||F||oo
ce qui montre que limsup,_,  [E[F(X,)] - E[F(Y,)]| = o. Comme E[F(Y,)] — E[F(Y)], il

s’ensuit que E[F(X,)] = E[F(Y)].

Autre solution. On montre que pour tout F fermé

limsupP (X, e F) <IP(Y €F).

n—-oo

Pour cela, on écrit

P(X,eF) < P(fu(Yy)—1]>e)+P(X, € F,|fu(Yy) —1[ <€)
= H)(lfn( )_1|>5 +IE[:H-Y€F|fn Y,) 1|£€fn(Yn)]
< P(fu(Yn) —1]>€)+(1+€)P(Y, €F)
< e+(1+e)P(Y,€F)

pour n assez grand, ce qui conclut.

Autre solution. Soit F : R — R continue bornée. Soit ¢ > 0. Comme [E[F(Y,
suffit de montrer que |E[F(X,,)] -E[F(Y,)]| — o. Pour cela, on écrit

B [F(X,)] = E[F(Y)]| <E[|f(Y,) = t1F (V) L, | + Il B[] < Il (I, (Y

)] = E[F(

n) = 1l].

Y)), il

Il suffit donc de démontrer que f,(Y,) — 1 dans L*. Ceci provient du théoréeme de représentati

de Skorokhod, combiné avec le lemme de Scheffé car E[f,(Y,)] = 1.




(2) Tout d’abord, f e$t continue comme limite uniforme de fonctions conitnues. Soit F : R — R
continue bornée. On montre que

E[F(X,)] —  E[f(Y)F(Y)],

n—o0

ce qui montrera que X,, converge en loi vers une variable aléatoire absolument continue par
rapport a la loi de Y de densité f.

Soit M > o tel que P(|Y|# M) =1 (on rappelle que le complémentaire de I’ensemble de ces
M e$t dénombrable). On écrit

E[F(X) L, j<m | = B[ ful Yo F(Yo) Ly, 1< |-

puisque f est bornée sur tout compadt, cette suite est bornée. On peut donc applique le
théoreme de convergence dominée et obtenir

IE[F 1, |<M] [f ]1|Y|<M]
Ainsi, en prenant F = 1 et en utilisant le fait que E[f(Y)] = 1, on obtient

PX2M)  —  E[f(Y)lypm]-

Enfin,
[ [F(X,) |- [f (Y)E(Y)]] < B [F(X,) Uix, jn |- [ £ (Y)E(Y )L jyjen | FIP (1X,] > M)+ [ £ (Y)F(Y)1
de sorte que
lim sup I [F(X,)] = ELf()FY)]] < (1 + IFIE[f (V) Typon],
dont la limsup en M — oo tend vers o, ce qui donne le résultat désiré.
* % % O

Par hypothese, f,,(Y,)F(Y,)1}y, <M converge presque sirement vers f (Y)F(Y)1y|<y. Par ailleurs,

|YPN47

Z?(ercice 3. Soient (X}')k >, et (Xi)ks>, des variables aléatoires a valeurs dans un espace métrique E
telles que pour tout k > 1, presque stirement pour tout # assez grand on a X' = X;. Démontrer qu’il
exis$te une suite (déterministe) A,, — oo telle que

IP(pour tout k € {1,2,...,A,Jona X = Xk) — 1.

n—-o0

Corrigé :
Par hypothese, pour tout k > 1

U () xe =X |=

No>1N>MNg

L’union en n, étant croissante, on a donc IP(X,’: = Xk) — 1 lorsque n — oo, et ce pour tout k > 1.
I1 existe donc une suite (ipr)y>; d’entiers qu'on peut supposer Stri¢tement croissante telle que




pour tout M >1etn>iy ona
M

1
n —
) P(Xp#k)<
k=1
Pour tout n > 1, on pose alors A, = M si iy; < n <iy,,. Vérifions que cette suite convient. Tout
d’abord, on a clairement A, — co. On écrit

Ay
IP({pour tout k € {1,2,...,A,Jona X} = Xk}c) < Z’]P(X,’c1 Z Xk)
k=1
1
< -
<
qui tend vers o. a

* ok %

Petit probléme 4. L'objet de ce probléeme e§t d’étudier le comportement asymptotique d’une marche
aléatoire qui peut parfois faire plusieurs sauts identiques a la suite.

On note C ’ensemble des fonétions continues de [0,1] dans R muni de la norme uniforme.

Les trois premiéres parties peuvent étre traitées indépendamment les unes des autres.

Premiére partie. Soit H € [1/2,1]. On considere une variable aléatoire W = (W;),<;<, a valeurs dans
C vérifiant les propriétés suivantes :

a) (W;)o<t<, €St un processus gaussien centré, c’est-a-dire que pour tout k > 1, pour tous o < t, <
-+ <t <1, pour tous a,,...,a; € R, la variable aléatoire a, W, +---+ a; W, et une variable
aléatoire gaussienne centrée.

b) Pour tous s,t € [o,1] on a E[W,W;] = %(S2H e t|2H).
La famille (IE[W;W;])o<s <, €$t appelée matrice de covariance de W. On rappelle que la loi d’un
processus gaussien centré est caraltérisée par sa matrice de covariance. En effet, si (X,...,X,) est un

velteur gaussien (c’e$t-a-dire que toute combinaison linéaire des coordonnées suit une loi normale)
centré sa fon&tion caraltéristique est, en notant u = (u,,...,u,) € R",

qb(xl,wxn)(u) = ]E[ei(u1X1+...+u"X")] _ e-%MTKu’

ot | désigne la transposition et K = (E[X;X;]):1<i,j<n €t la matrice de covariance.
Enfin, on note Py la loi de W (l’existence de Py sera démontrée plus tard dans ce probleme).

(1) | Si Z e$t une loi normale N (o,0?) centrée de variance 0>, démontrer que E[Z*] = 30*.

(2) | On suppose l'existence de Py pour tout 1/2 < H < 1. Démontrer que l'application

D : [1/2,1] — (M,(C),dLp)
H — IPH

est continue.

(3) | Démontrer l’existence de Py dans le cas o H = 1.




Corrigé :

(1) Ona

[E[Z4] = xte 207

)

En intégrant par parties, il vient

X2

x3 - xe e dx = 3x>-0%e 202dx = 30%.

1
(2) Soit H, — H avec H € [1/2,1]. On montre que Py converge étroitement vers IPy. On sup-
pose que W" a pour loi Py .
Convergence des marginales fini-dimensionnelles. Soiento < t, <t, <--- < t; < 1. Pour démontrer
la convergence en loi de (W//,..., W[)),>,, vu la forme des fonctions caractéristiques des
velteurs gaussiens, il suffit de démontrer que les matrices de covariance convergent d’apres
le théoreme de Lévy. On a
H H H 1 (,2H  2H H
E[W/wW/! ]_ el | —nPt) — (e el - ppH),

n—o00 ) ]

de sorte que les marginales fini-dimensionnelles de [Py, convergent vers celles de Py.

Tension. On utilise le critere de tension de Kolmogorov. On a déja vu que les marginales

uni-dimensionnelles convergent. En utilisant le fait que E[(W")?] = u>H", on calcule

S

1
E[(W! - W/)?] = s?Hr 4 12Hn 5. Z (52H" + 2 s — t|2H”) = |s — ¢,
2

Ainsi, lorsque H > 1/2, il exi$te des con$tantes C,# > o telles que pour n assez grand, pour
tout s,t € [o,1] on a

E[(W' = W/)?] < Cls— "™,
ce qui montre la tension.

Lorsque H = 1/2, on calcule le moment d’ordre 4. D’aprés le calcul précédent, W' — W/" e$t

une variable aléatoire gaussienne centrée de variance |s — t[*!7, et donc d’aprés la premiére
question

E[(W]' = W[)*] = 3]s — t[4T,
et on conclut comme dans le cas H > 1/>2.

(3) Soit N une variable aléatoire gaussienne centrée réduite. On pose W, = sN pour o <s < 1.
Ainsi (W)o<s<; €5t un veGteur gaussien de covariance E[W;W;| = st, dont la loi e§t donc P, .

O

Deuxiéme partie. Soit H €]1/2,1[. Dans cette partie, (Y;);>, sont des variables aléatoires réelles
centrées de variance finie. On pose S, =oet S, =Y, +---+Y,, pour n > 1 entier. Enfin, on définit S,
pour t > o par interpolation linéaire et on pose pour n > 1 ette€[o,1]:



(4) | On suppose dans cette question que les propriétés suivantes sont satisfaites :

a) pourtoutn>1eti>1,S,,;—S,alamémeloiquesS,.
) E[S2] = O(n*) lorsque n — .
¢) (Z,) converge en loi au sens des fini-dimensionnelles dans C.

Démontrer que Z, converge en loi dans C lorsque n — co.

(5) | On suppose dans cette question que les propriétés suivantes sont satisfaites :

a) (Y;);i>, est un veCteur gaussien.

b) pourtoutn>1eti>1,S,,;—S, alamémeloiquesS,.

¢) E[S2]~c-n*H lorsque n — o, avec ¢ > o.
Démontrer que Z,, converge en loi lorsque n — oo vers (vc- W, : 0 <t < 1) ot la loi de W a été
définie dans la premiére partie.

Corrigé :

(4) Il suffit de vérifier le critére de tension de Kolmogorov. On montre qu’il existe C>oet# >0
tels que pour n assez grand, pour tout s, € [0,1] :

E[|Z,(s) = Z,(t)P] < Cls — """,

Soit C’ > o tel que IE[S2] < Cn*H pour tout n> 1. Soient s < t € [0, 1].
Premier cas : |ns| = |nt| =k. Alors S, — S,;; = n(t —s)(Sk+: — Sk) et donc

E(1Z,(s) = Z,(t)P] = 0> (t = $)* B [(Sgy, — Sk)?] = n*2H (¢t — s E[S2] < C(t —5)?

pour une certaine con$tante C.

Deuxieme cas : |ns| <|nt|. Posons k = |ns] et £ = |nt]. Alors en utilisant le fait
|Snt - Snsl < |Snt - Sf' + |S€ - Sk+1| + |Sk+1 - Snsll
le premier cas et I'inégalité x < x™ pour x € [0,1], on a

E((Su = S¢)?]"? + E[(Se — Skar)?]"? + B [(Stir — Sus)?]
C(nt—€)+C'(€—(k+1) +Clk+1-ns)

Cint—0OH +C’'(€—(k+1))F+C(k+1-ns)H

C(nt —ns)f + C’'(nt —ns)f + C(nt —ns)?

(2C + C)nf(t —s),

IE[(Sns - Snt)2]1/2

INIAN A IN A

ce qui implique
E[IZu(s) = Zu(t)P] < C(t = 5)*".

Comme 2H > 1, le critere de tension de Kolmogorov est vérifié.

(5) On vérifie les conditions de la question (4). Il suffit de vérifier que Z,, converge en loi au sens
des fini-dimensionnelles dans C vers W. Pour cela, on remarque que (Z,(t): 0 <t < 1) et
un processus gaussien. Par ailleurs, vu la forme des fon&tions caraltéristiques des velteurs




gaussiens, pour démontrer la convergence des fini-dimensionnelles il suffit de démontrer
que les matrices de covariance convergent d’aprés le théoreme de Lévy. Pour cela, fixons
0 <s<t<1etcalculons d’abord en utilisant la formule xy = >(x* + v - (x - )*) :

,%HIE[SLnsJSLntJ] = 2HIE[SLnSJ]+ 2H1E[5Lnu] 2HIE[SL’”J Sns)’]
= IE[SLnSJ]+ —xE|[s?

— 5(52H+ t2H—|s—t|2H).

nt]]| IE [Sl_ntj Lns]

Pour conclure, il suffit de montrer que pour tout t € [o,1] on a (S,;; — SLntJ)/nH — o0 en
probabilité. Ceci découle du lemme de Slutsky combiné avec le fait que

|Snt_s|_ntjl < |SLntJ+1| 3)

(0]

car S|,¢|+, a la méme loi que S, par la condition b).

O

Troisieme partie. Soit p € [0, 1]. Dans cette partie, (X,,),,>, sont des variables aléatoires indépendantes
telles que X, suit une loi de Bernoulli de parametre 1/2 et pour n > 2 la variable aléatoire X,, suit une
loi de Bernoulli de parametre p. Pour k,n > 1, on pose Y,, = (—1)Xat X puis S, =oetS, =Y, +---+Y,.
Ainsi, les sauts de la marche (S,,) sont +1, le premier saut e$t +1 avec probabilités 1/2 et pour n > 2
le n-iéme saut e$t le (n — 1)-iéme saut avec probabilité 1 — p, et 'opposé du (n — 1)-iéme saut avec
probabilité p. Enfin, on définit S; pour t > o par interpolation linéaire.

[Ajout apres I'examen : erreur d’énoncé, pour n > 2 la variable aléatoire X, suit une loi de Ber-
noulli de parametre 1—p, de sorte que pour n > 2 le n-ieme saut est le (n—1)-iéme saut avec probabilité
p, et 'opposé du (n — 1)-ieme saut avec probabilité 1 —p. ]

(6) | Démontrer que pour tous i,n>1onaE[Y;Y;,,]=(2p—1)".

(7)| Dans le cas ou p = 1/2, démontrer que (S,;/v/n: 0 <t < 1) converge en loi dans C vers la loi de
W définie dans la premiere partie pour H = 1/2.

Corrigé :
(6) On a
E[Y;Yiy,] = B[ (-1)%mt X | = B[ (-0)% | = (p— (1 =p))" = (2p - 1)".

(7) C’e$t une conséquence du théoréme de Donsker : dans le cas p = 1/2, (Y,),>, sont i.i.d. avec
P(Y,=1)=P(Y, =—1)=1/2.

Quatriéme partie. Soit H €]1/2,1]. Soit P une variable aléatoire a valeurs dans [1/2,1] de loi
(1- H)23_2H(1 - x)1_2H1[1/2,1](x)dx-

Dans cette partie, on note X = (X,,),,», une suite de variables aléatoires qui, conditionnellement
a P, sont indépendantes et telles que X, suit une loi de Bernoulli de parameétre 1/2 et pour n > 2 la




variable aléatoire X, suit une loi de Bernoulli de parametre P. Formellement, si pour p € [0, 1] p,, eét
la loi d’une suite de variables aléatoires indépendantes de Bernoulli dont la premiére a parametre
1/2 et les autres ont parametre p, la loi IPx de X et caractérisée par le fait que pour tout événement
A de {o, 1}Nﬁ on a

Py(A) = j WP(A)- (1 = H)23H (1 —x)2H 1 ()dx,

[Ajout apres 'examen : méme erreur d’énoncé, pour n > 2 la variable aléatoire X, suit une loi
de Bernoulli de parametre 1 — P, et y, et la loi d’une suite de variables aléatoires indépendantes de
Bernoulli dont la premiére a parameétre 1/2 et les autres ont parametre 1 — p|

Soit maintenant (Xk)kz1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que X. Pour k > 1, on

k k
pose X* = (X¥),5,. Pour k,n > 1, on pose Y* = (=1 )%+ +Xn,

(8) | Démontrer que lorsque k — oo, (Y’;*ﬁTI:Y’f“ in> 1) converge en loi au sens des marginales fini-
dimensionnelles vers un vecteur gaussien (G,),>, centré qui vérifie :

a) pour toutn>1, E[G>] = 1.

b) pour tout n>1 et i > 1, la quantité r(n) = E[G;G;,,] ne dépend pas de i et on a on a

() 1 H(2H -1) c H(2H -1)
~ avec cy = 4| =——.
oo CIZ—I n22H H I'(3-2H)
Remarque. On admettra que Ll/2(2u —1)"(1—u)Hdu ~ = (fzi;)“’ . n;ZH lorsque 1 — oo.
> -

(9)| On pose V,, = G, +---+ G, pour n > 1 et on définit V; pour t > o par interpolation linéaire.
Démontrer que

v, loi
(CH—nHt:OStﬁl) ot} (W,:0<t<1),

n n—-o0

ou la loi de W a été définie dans la premiére partie.

Corrige :

(8) Tout d’abord, comme IP(Xf = 1) = IP(Xk = —1) =1/20na IE[Y,H = 0. Posons

1

1 k
Gk — Yn+1+"'+Yn+1

! Vk

D’apreés le théoréme central limite, pour tout n > 1, GX converge en loi lorsque k — oo.
Ainsi, pour tout n > 1 fixé, la suite (Gll‘, . Gil/(l)kZI est tendue. Vérifions 'unicité de la limite
en montrant que toute limite en loi le long d’une sous-suite est un velteur gaussien d’une
certaine covariance donnée.

Quitte & extraire, supposons que (G, ..., GK)5, converge en loi vers (G,,...,G,,). Alors pour
tout a,,...,a,€ Rona

(alyzl+"'+anYnl+1)+"'+(a1Y2k+"'+anY1§+1)

Vi :

a1G11‘+---+anG',‘1:




qui converge en loi vers une loi normale d’apres le théoreme central limite, ce qui montre
que a, G, +---+a,G,, suit une loi normale. Pour trouver la matrice de covariance de (G, ..., G,)
on remarque que pour tout i > 1, (Gf-‘)k21 est bornée dans L*, donc pouri>1etn>o:

IE[GfFG’F = E[GiGp,].

1+n
Mais par indépendance

E[GFGE, | =B[VA, Vi | = BV V]

i+1 " n+i+1

ne dépend pas de k ni de i.
D’apreés la question (5),

r(n)=E[(2P-1)"] = (1 —H)23‘2HJ1 (2u—1)"(1—u)Hdu

1/2

et le résultat s’ensuit grace a la remarque.

On vérifie que les conditions de la question (5) sont satisfaites. On a déja vu que (G,),>,
est un velteur gaussien. Le fait que V,,; — V, a la méme loi que S; provient du fait que
Y, +---+ Y. alaméme loi que Y, ,+---+Y, . .Il reSte a vérifier la condition (c). On
calcule

IE[S;?] = IE[(Gl +"'+Gn)2]

- iiE[Gin]

i=1 j=1
=Y Y -
i=1 j=1
= nr(o)+2iir(k).

i=1 k=1

Par comparaison série-intégrale,

puis

de sorte que

C
k=1 H
1 1 _ 1
2§ T_ZzH 1 -~ TnzH
— CHH n—oo  Cy
1
r(n) ~ TnZH
n—00 Cy




ce qui conclut.

Remarque. Le processus W s’appelle le mouvement brownien fractionaire; ce probleme est ins-
piré de l'article de Nathanaél Enriquez “A simple construction of the fra&tional Brownian mo-
tion.” Stochastic Processes and their Applications 109.2 (2004) : 203-223.
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