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@Lestions de cours.
(1) Enoncer le théoréme de représentation de Skorokhod.
(2) Enoncer le critére de tension de Kolmogorov.

(3) Soit (Bt)o<t<; un mouvement brownien réel §tandard issu de o. Démontrer que lorsque ¢ — o,

la loi de (B;),<s<; sachant que {|B,| < ¢} converge vers la loi de (B; —sB; )o<s<:-
* % %

‘Exercice 1. Soit A > o et soit X une variable aléatoire dont la loi e§t donnée par P(X >a) = a~* pour
tout a > 1. Soit (X,,),,>, une suite de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que X et on pose

n
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Lorsque n — oo, eSt-ce que T, converge dans L' ? Justifier votre réponse.
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Z?(ercice 2. Soit (E,d) un espace métrique séparable et X,,, Y, des variables aléatoires a valeurs dans
E. On suppose que X,, converge presque siurement et que Ye >o, P(d(X,,Y,)>¢) — o.

(1) Montrer que Y,, converge en probabilité.

(2) Est-il vrai que Y, converge presque stirement? Ju$tifiez votre réponse (si la réponse est oui,
donnez une preuve; si la réponse est non, donnez un contre-exemple avec I'espace E de votre
choix).

f}gercice 3. Pour x € R, on note P, la loi d’'un mouvement brownien réel Standard partant de x. Soit
(x,)u>; une suite de nombres réels.

(1) Lorsque (x,),>, est bornée, montrer que la suite (P, ),>, et tendue dans C([o, 1], R).

(2) Le résultat reste-t-il vrai si la suite (x,,),>, n’e$t plus supposée bornée ? Justifiez votre réponse.

‘Exercice 4. On note D = D([o,1],IR) I'ensemble des fonctions cadlag sur [o,1] a valeurs réelles
muni de la topologie J, de Skorokhod définie en cours. Pour une variable aléatoire Z, on note Fy,
sa fonltion de répartition définie par F(t) = IP(Z <t) pour t € R, vue comme élément de ID par
re$tri¢tion a [o,1].

Soient (X,,),», X des variables aléatoires réelles a valeurs dans [, 1].

1) Alix dit : “si X,, converge en loi, alors Fy converge dans ID.” A-t-il raison? Justifiez votre
n 8 n 8
réponse.



(2) Billie dit : “si Fx converge dans ID, alors X,, converge en loi.” A-t-elle raison? Ju$tifiez votre
réponse.

Z}(ercice 5. Soit n > 1 un entier. On considére une urne avec 2n boules. Parmi celles-ci, n sont
étiquetées +1 et n sont étiquetées —1. On tire successivement indépendamment au hasard 21 boules,
on pose S, = o et pour 1 < k <21 on note S; la somme des k premieres boules tirées. On définit S,
pour o < t < 21 par interpolation linéaire. Etudier la convergence en loi de la suite

S
2n . <t<1
n

dans l'espace C([o,1],IR) dans les deux cas suivants :
(1) les tirages se font avec remise,

(2) les tirages se font sans remise.

Petit probleme 6.
Premiére partie. On considere des variables aléatoires réelles I,,,1,,(5),1,1(0) pour 0 >oetn > 1
telles que :

(i) presque surement I(6) — I lorsque 6 — o,

(ii) pour tout 0 > o, I,(0) converge en loi vers I(0) lorsque n — oo,
(iii) pour tout n>1et 6> o, E[|[,(6)-1,]] <o.

(1) Montrer que I,, — I en loi lorsque n — co.

On consideére dans la suite des variables aléatoires (X;);», i.i.d. a valeurs dans Z apériodiques
avec E[X,] =0, E[X?]=1.0n pose S,, = X, +---+ X,, pour tout # > 1. On note (B;);>, un mouvement
brownien réel standard issu de o. On fixe également o < y < 1.

Deuxiéme partie.

(2) Montrer que pour tout 0 > o, presque sirement la mesure de Lebesgue de {t € [0,1]: B; = 0} e§t
nulle.

(3) Montrer que pour tout 6 > o la convergence suivante a lieu en loi
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Troisiéme partie.

(4) Montrer que presque sirement t — ﬁ est intégrable sur [o,1] par rapport a la mesure de
t

Lebesgue.

(5) Montrer que la convergence suivante a lieu en loi
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(*) (Question Hors Baréme) Que se passe-t-il pour y =1?
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