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Questions de cours.
(1) Enoncer le théoréme de Prokhorov.

(2) Enoncer un critére de tension pour une suite (X"),>, de variables aléatoires a valeurs dans
C([o,1],E), ou (E,d) est un espace polonais et C([o, 1], E) e§t 'ensemble des fontions continues
de [0,1] dans E muni de la diStance d(f,g) = sup,,,,4(f (x), g(x)).

(3) Enoncer le théoréme local limite.

* % %

Z:?Cercice 1. Soit (X,));>, et (Y,)u>; deux suites de variables aléatoires réelles définies sur le méme
espace de probabilité telles que Y,, > X, > o et E[Y,,] = 1 pour tout n > 1. On suppose que la suite de
variables aléatoires (X,,),>; converge en loi vers une variable aléatoire positive X telle que [E[X] = 1.

(1) Montrer que la suite de variables aléatoires ((X,,, Y,;)),,>; converge en loi vers (X, X).

(2) Montrer que la suite de variables aléatoires (Y,,),>, est uniformément intégrable.

* % %

f}(ercice 2. Soit (X;);>, une suite variables aléatoires a valeurs dans Z, indépendantes, de méme loi,
de variance finie 0®. On suppose que [E[X, ]| = o et que P(X, = k) > o pour tout k € Z. Pour n > 1, on
pose S, = X, +:--+ X,, et on note y, la loi de X, sachant que S, = o.

(1) Démontrer que la suite de mesure de probabilités (y,,),>, converge étroitement.

(2) Alix dit : en notant Y, une variable aléatoire de loi y,, la suite de variables aléatoires (Y,),>,
est uniformément intégrable. A-t-elle raison?

* 5k %

‘Exercice 3. Dans cet exercice, on note R(>! 'ensemble des fon&ions de [0,1] dans R muni de la
tribu produit B(R)® et € =C([0,1], R) I’espace vectoriel des fonctions continues de [o, 1] a valeurs
réelles muni de la norme uniforme et la tribu borélienne associée. On considére un espace probabilisé
(Q, F,P).

(1) Montrer que la tribu borélienne de C est égale a I’ensemble des A de la forme A = BNC pour
B e B(R)®lo],



Si X,Y : Q — Rl sont deux variables aléatoires, on dit que Y e§t une modification (ou version) de X
si pour tout t € [0,1], on a P(X(¢) = Y(t)) = 1.
(2) Soient X,Y : Q) — RI[®*] deux variables aléatoires.
(a) Vérifier que si Y est une modification de X, alors X et Y ont la méme loi.

(b) Billie dit : 1a réciproque de (a) est vraie. A-t-il raison ? Justifiez votre réponse.

’Dans toute la suite de cet exercice, on fixe une variable aléatoire Y : QO — C. ‘ (Ainsi Y, e$t une fonc-

tion continue pour tout w € ().)

(3) Soit X : Q — RI>* une variable aléatoire. On suppose que X et Y ont la méme loi.

[o1] Démontrer

(a) Notons Y* la variable aléatoire Y vue comme fon&ion a valeurs dans IR

qu’il existe une application mesurable F : RI®*) — C telle que Y = Fo Y*.
Indication. On pourra utiliser le lemme de Doob-Dynkin, qui est le résultat suivant.

Lorsque f,g sont deux fonctions mesurables définies sur (€2, F) et a valeurs dans res-
pe&tivement (S,S) et (T,7), si f : (Q,0(g)) — (S,S) e§t mesurable et si (S,S) est un es-
pace polonais muni de de sa tribu borélienne, alors il existe une application mesurable
h: (T, T)—(S,S) telleque f =hog.

(b) Démontrer qu’il exite une variable aléatoire X’ : Q) — C telle que X’ soit une modification
de X.

(4) (a) Soit (U,),>, et (V,,),>; deux suites de variables aléatoires a valeurs dans un espace métrique
(E,d) complet séparable. On suppose que les deux suites (U,,),>, et (V},),>, ont méme loi.
Montrer que {(U,,),;>, converge} (c’est-a-dire I'ensemble {w € Q) : U,(w) converge quand n —
oo}) est un événement (i.e. eSt mesurable) et que

P((U,)ns, converge) =P ((V,),>, converge).

(b) On considere une suite de variables aléatoires (X,,),>, a valeurs dans R telle que X,
converge vers Y au sens des marginales fini-dimensionnelles. On suppose aussi que pour
tout g € [0,1] N Q, la suite (X,,(g)),>, converge presque stirement. Montrer qu’il existe une
variable aléatoire X : (O — C telle que pour tout g € [0,1] N Q, la suite (X,,(g9)),>, converge
presque stirement vers X(q).

* ok %

Petit probléme. Les trois parties de ce probléme sont indépendantes, sauf la question (6) qui utilise
des résultats de parties précédentes.

Notations et rappels. Pour un espace veltoriel E et A C E, on note co(A) ’enveloppe convexe de A,
définie par

n n
co(A) = {Z/Lai :n>1,a,€Aet A efo,1]pour1<i< n,ZAi = 1}.
i=1 i=1
On note D = ID([o, 1],R) 'espace des fontions cadlag de [o,1] dans R muni de la topologie J, de
Skorokhod. Pour x e D et 0 < t < 1, on note Ax(t) = x(t) — x(t—) et Ax(o) =0. Pouro<d<1etxeD
on note

w'(x,0) =infmax sup |x(s)—x(¢)],
ISISg ety 1]
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ou l'infimum e$t pris sur toutes les partitions o = t, < t, <--- <t,; <t, =1 de [o,1] telles que
min1£i£n(ti —ti4)>0.

Pour un espace métrique E et A C E, on rappelle que A e$t dit précompact si pour tout € > o, A
peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon ¢, et que A est dit relativement compac&t
si A e§t compacdt. Si E et complet, on rappelle qu’une partie et précompacte si et seulement si elle
est relativement compacte.

On rappelle qu'une famille 7 C ID e$t relativement compacte si et seulement si les deux condi-
tions suivantes sont vérifiées :

— sup,cr lIxlle < oo

— Ve >0,36>0,8up, r w'(x,0) <e.

Premiére partie. Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé complet séparable.
(1) Si K CE e$t compadt, montrer que ’enveloppe convexe de K, notée co(K) est précompacte.

(2) Montrer que toute mesure de probabilité sur E est convexe-tendue, au sens ot pour tout € > o,
il existe un compact convexe K tel que u(K)> 1 —e.

Deuxieme partie.

(3) On considére

1
%Z{ﬂ[s'l]lzﬁsﬁi}.

Justifier que F; est relativement compact dans ID et que co(F,) n’est pas relativement compacét
dans D.

Pour F c D et € > 0, on note

S¢(F) = {t €[o,1]:sup|Ax(t)| > 5}.
xeF

(4) On suppose que K C ID e$t une partie relativement compacte. Montrer que si co(K) e$t relati-
vement compadt, alors pour tout € > o, Card(S,(K)) < oo.

Troisieme partie. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans ID. On dit que X e$§t continu en

a
probabilité si pour toute suite t,, — t, la suite (X(t,)),>; converge en probabilité vers X(t) lorsque

n — oo.
Donner un exemple ou Yw € Q, X, n’est pas continu mais X e$§t continu en probabilité.
5 P w p P

(6) On suppose que X e$t continu en probabilité et que sa loi est convexe-tendue. Démontrer que
X e$t continu p.s.

(7) Toute mesure de probabilité sur ID est-elle convexe-tendue ? E§t-ce contradictoire avec (2)?

Question bonus hors bareme de 'examen : On suppose que K C ID e$t une partie relativement com-
pacte. Montrer que si Card(S,(K)) < oo pour tout ¢ > o alors co(K) et relativement compact.
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