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Questions de cours.
. Énoncer le théorème de porte-manteau.

. Donner la définition d’une mesure aléatoire de Poisson.

. Soit (E,d) un espace métrique polonais et µ une mesure de probabilité sur E muni de sa tribu
borélienne. Montrer que µ e
 tendue.

Exercice 1. Soit (Xn)n≥ une suite de variables aléatoires réelles.

. Montrer que si (Xn)n≥ e
 uniformément intégrable alors (Xn)n≥ e
 tendue. Alix dit : la réciproque
e
 vraie. A-t-elle raison? Ju
ifiez votre réponse.

. On suppose que (Xn)n≥ e
 tendue et que pour tout r ∈R la suite (P(Xn ≥ r))n≥ converge. Montrer
qu’alors (Xn) converge en loi. Billie dit : ce résultat re
e vraie sans l’hypothèse de tension. A-t-il
raison ? Ju
ifiez votre réponse.

. Camille dit : on peut trouver deux variables aléatoires réelles X et Y définies sur le même espace
de probabilité, de même loi et telles que X < Y presque sûrement. A-t-elle raison ? Ju
ifiez votre
réponse.

Exercice 2. Soit (Xi)i≥ des variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans C([,]), l’espace des fon�ions conti-
nues de [,] dans R muni de la norme uniforme. On suppose qu’il exi
e C,ε >  tels que

∀ ≤ s, t ≤ , E[(X(s)−X(t))] ≤ C|s − t|+ε, ∀ ≤ s ≤ , E[X(s)] =  et E[X(s)
] <∞.

On pose

Zn =
X +X + · · ·+Xn√

n
.

. Pour  ≤ s, t ≤ , calculer E[(Zn(s)−Zn(t))].

. Montrer que (Zn)n≥ converge en loi dans C([,]).

Exercice 3. Soit D l’ensemble des fon�ions càdlàg de [,] dans R. Soit (xn)n≥ une suite d’éléments de
D et x ∈D tels que (xn)n≥ converge vers x au sens de Skorokhod. Montrer que

∫ 
 |xn(t)− x(t)|dt→ .

Exercice 4. On note Λ̂ l’ensemble des fon�ions λ : [,]→ [,] continues, croissantes telles que λ() = ,
λ() = , et D l’ensemble des fon�ions càdlàg de [,] dans R. Soit (xn)n≥ une suite d’éléments de D et
x ∈D. On suppose que

inf
λ∈Λ̂

max(‖λ− Id‖∞,‖xn ◦λ− x‖∞) −→
n→∞

.

Dominique dit : alors la suite (xn)n≥ converge vers x au sens de Skorokhod. A-t-il raison ? Ju
ifiez
votre réponse.

Rappel : la convergence au sens de Skorokhod e
 définie avec des changements de temps 
ri�ement
croissants.





Dans tout le problème, il e
 possible d’admettre le résultat d’une que
ion pour l’utiliser dans une que
ion ultérieure.

Problème. Soit (Xn)n≥ des variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans Z telles que E[X] = ,  < E[X ] <∞
et P (X = k) >  pour tout k ∈ Z. On note σ la variance de X, on pose p = P (X = ) et on définit pour
tout entier n ≥ .

Wn = X + · · ·+Xn, Zn =
n∑
k=

1Xk=.

Pour t ≥ , Wt et Zt sont définis par interpolation linéaire.

Préliminaires.

. Montrer que pour une con
ante c >  qu’on déterminera, la convergence(
Zsn − psn√

cn
,
Wsn

σ
√
n

)
≤s≤

(d)
−→
n→∞

(Bs ,B

s )≤s≤ ()

a lieu en loi dans C([,],R), où B et B sont deux mouvements browniens 
andards indépendants.

Première partie. On fixe  < u <  et F : C([,u])→R une fon�ion continue bornée, où C([,u]) désigne
l’espace des fon�ions continues de [,u] dans R muni de la norme uniforme.

. Pour m ≥  et i ∈Z, on pose φm(i) = P (Wm = i). Ju
ifier que pour tout entier n ≥ ,

E

[
F

((
Zsn − psn√

cn

)
≤s≤u

) ∣∣∣∣∣∣Wn = 
]

= E

[
F

((
Zsn − psn√

cn

)
≤s≤u

)
φn−dune(−Wdune)

φn()

]
.

Pour la suite, on rappelle que le théorème local limite appliqué à la marche aléatoire (Wn)n≥ donne

sup
i∈Z

∣∣∣∣∣∣√mφm(i)− 
√
πσ

e−
i

σm

∣∣∣∣∣∣ −→
m→∞

.

. Montrer que

E

[
F

((
Zsn − psn√

cn

)
≤s≤u

) ∣∣∣∣∣∣Wn = 
]
−→
n→∞

E[F((Bs )≤s≤u)].

On pourra appliquer le théorème de représentation de Skorokhod à la convergence ().

. En déduire que sous la mesure de probabilité P ( · |Wn = ), le processus ((Zsn − psn)/(
√
cn))≤s≤

converge en loi vers (Bs )≤s≤, ou, en d’autres termes, que pour toute fon�ion continue bornée
G : C([,])→R,

E

[
G

((
Zsn − psn√

cn

)
≤s≤

) ∣∣∣∣∣∣Wn = 
]
−→
n→∞

E[G((Bs )≤s≤)]

Deuxième partie. Soit (kn)n≥ une suite d’entiers 
ri�ement positifs tels que kn ≤ n pour tout n ≥ .
On pose pn = kn/n.

. Soit (X ′j)j≥ des variables aléatoires i.i.d. de loi donnée par P (X ′ = k) = −pn
−p P (X = k) pour k ∈

Z\{} et P (X ′ = ) = pn. On pose W ′n =
∑n
k=X

′
k et Z ′n =

∑n
k=1X′k=. Montrer que (X, . . . ,Xn) sous

la mesure de probabilité P ( · |Zn = kn) a la même loi que (X ′, . . . ,X
′
n) sous la mesure de probabilité

P ( · |Z ′n = kn).





. Montrer que pour tous n ≥ , i ≥  et k ∈Z, on a

P (W ′n = k,Z ′n = i) = P (Z ′n = i)P
(
Ŵn−i = k

)
,

où Ŵn−i = X̂ + · · · + X̂n−i avec (X̂j)j≥ des variables aléatoires i.i.d. de loi donnée par P

(
X̂ = k

)
=

P (X = k) /(− p) pour k ∈Z\{} et P
(
X̂ = 

)
= .

Dans la suite, on pose γn =
√
npn(− pn) et on admettra que pour  < u ≤ , si γn→∞, alors

P

(
Z ′dune = ukn + yγn

)
=


γn
√
πu

exp
(
−
y

u

)
+ o(/γn)

lorsque n→∞, uniformément en y ∈R (c’e
 une conséquence de la formule de Stirling).

. Sous la mesure de probabilité P ( · |Zn = kn), lorsque n→∞ étudier en fon�ion de (kn) la conver-
gence en loi de Wn/(σ

√
n) puis des processus (Wsn/(σ

√
n))≤s≤ et ((Zsn − skn)/γn)≤s≤.




