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Un des objectifs est de définir une notion de pluie dans un espace asez general ,

où les gouttes avivant indépendement et racement sclon une repartition décrite per
une menue p . Lorsque u est infinie , l'expression un point choisi au hasand

selon qu' n'a pas vraiment de sens . Mais on va pomoir
donnen un sens a

"une infinité de pants choisis sclone" à traver les mesures aléatoires de

Poisson Con verra que
les lois de Poisson apparaissent naturellement)

Plan : 1) Rappels sur les lois de Poisson

2) Mesures aléatoires de PoissonI 3) Points multiples
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· Kingman ,
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, Lectures on the Poisson process

1) Rappels sur les lois de Poisson
Pour +Et0

,
02 , on dit qu'une va X à valus dans NUS+3 sit un

loi de Poisson de paramètre X
,
et on note X PSX) si

· Pour to
,

X =ops

· Pom += 0
,

X= A pS

· Pour octo
,
N)X = k) =et pou,

On a El
**

] = exp)-X(1-en() pour
us 0 (avec la conventionx y =0)

Les deux propriétés suivantes seront très utiles



Proposition
· [Superposition] Si Hilicy ent une famille au plus dénombrable de 50

, 13 et (Xilizz des va

indépendantes avec XiNPAi)
,
alors Zi ~ PCZti)

· Iraréfection] Soit XNP(X) avec teto
,3) .

Suit(Walk ,
des vo iid

.

à

Valeus dans N indépendantes de X avec PSVm=il = Pi pour is
,

1 .

Alors

Es via
. XiFi pour

ix) sont indépendantes et Xi+ pi
Lavecoxb = 0)

La
peus, pourcent tra faite en utilisant les fonctions caractéristique

est laissés en exercice.

2) Mesures aléatoires de Poisson
On se place dans le cade assez général d'un espace

mercie
(E

,
E) .

Def On note Ms(E) l'ensemble des mesmes que sur E powant tra aciles

sous le forme ↑=Mi avec I dénombrable et pi mesure finie .

Les éléments de MSCE) sontappelés mesures s-finies

Ex Une messe o- finie est s finie, mai le réciproque ent fausse

(prends M=) . L'avantage de travailler avec USCE) est la

stabilité
per somme dénombrable (pas le cas des mesures -finies

Remarque Or peut vérific que les théorèmes de Fubini s'appliquent pour des messes s-finies en utilisation

le théorème de
convergence monotone (f Theorem A

. B dans Last al Perrose)

Def On note Matom(E) l'ensemble des sonnes désnombrables d'atomes de la forme

Zei au I dénombrable et(i



On mimit MatzmCEl de la plus petite tribu rendant meriables les

application Murom(E) -> NU3 + 03 pour
tout At E

m + M(A)

Exemples) N : 2+ Maron(E) etune vo sei FACE
, FRxO , ENCA) =R3 est menuable

(co ENCA) =03 = (ENCAIR3)Y
2) PourceE

,
EtMatonCE) est resurable
x- Ex

3) PourAtE
,

Matom(E) -> Matom(E) est mesurable
,

où Mis
est défini

M #- MIA

par MA(B)=MANB) pour BEE

Avant de donner les définition de mesure aléatoire de Poisson
,

une motivation

si on vent définir ca placieuniforme sur P,
il at naturel de discrétiser

R2 : et de choisir un point dans chaque cellule indépendamment
E

E
avec probabilité 1

ne

Alors le nombre de points qui tombant dans une région A et Bin(AreAl
,a)

quiin en la ven PCAieSAl), et le nombre de points qui tombent dans des régions

disjointes sont indépendants

Définition Soit (E, E) espace
mesméet que finie sur E . Une messe alelatoire de Poisson

Con
nuage poissonien) d'intermité pu ent une variable aléatoi N a valai

dans Matom(E) telle que
① VAEBIE)

, NCAIvP(MCA)

② Si (Ailsism ent une famille de parties meserables disjointes de E,

alors les va (NCAill isk Sont indépendantes



Remardes: · Presque vivement, NIA) =-ES M(A) = -

· si les singletars sont mesurables dans E ,
si plausko, P(N)[43)L- 2) < 0.

· ET éANIA] = =M(A)(1-et)

Theorime Pan toute mesue pet MSCEI , il existe un mage poissonien

d'internitéqu unique en loi dans MatamCEl

Pour démontrer ce théorème
,

en a recours au
laue util suivant

Seme (Stabilité
par soure)

Sort CNili, une famille dénombrable de nuages poissonieus indépendants
d'intenità pi .

Alors N = Ni et un nuage poissonien
d'internité

M= Mi

Parce : Sort AEE .
Par

principe
de supposition des las de Poisson

,

N(A) ~P) MISAl)=C(u(Al)
· Si (Aj)sik sont des parties mesiables disjointes ,

les via.

(N:(Aj)(i
,

1

, 1455k
sont indépendantes. Per regroupement per prequets

on en déduit que (Ni(A ; ))jak sont independants
s

Prene de l'existence des
nuages poissoniansi d'après le lene

précédent, il suffit de traiter le cas où
qu
est une menue finie

Soit LuPCMCER et ( Xilis
,
desVia vid de loiles independantede re

On
por

M= Exi



Vérifions que
M convient . C'est bien une via .of exemple 2 page3)

Sort (Aj)1jak des parties mesurables disjointes
de E et

posar
B = (A)?. On défrit pour is,

Wi = j ei Xi Aj

E o Si XiEB

Les variables aléatoi Iilis, sont ind
, donc d'aprè le principe

de réfection pour le
lais de Poisson , les via

L

NIAj)=RXiAj =ri=
sont indépendantes et NCA P ME)MA = P(MA

-

Prene de l'unicitéen loi des nuages poissoniens
Les parties de la forme SME Matom(E) : M(Ail=R , --- ↑(Ae) = Re]
avec Ai mennable et Rix forment unT-système générateur de Matom(#) -

Or une telle partiesacuit commer union fine disjointe de parties de la

forme [MEMatan(E) : /Bil=j1. -- M(Bul = jn] (*)

aux (Bi) mesmables disjoints et jit, 0 . Ainsi une mesue de probabilité
surE est caractérisée par ses valas sur les ensembles de la forma (8) .

Dans le cas d'un mage poissonien ,
si deux mages poissonieus vérifient

Pete
,
leurs lois sontégales ser les ensembles de la forma cos ,

donc sont

les mêmes
S



Remarque La
peue précédente montre que si petsfine ,

il existe

desvariables aléatoires (Xil, àvalus danE et K à volaus dans NUS + 13

toutes indépendantes telles que

M=:
ent un musage poissonien d'intermit p Couck = 0 pssiM(E) =1)

D Les X. vont en général pas les même loi

DSi Met en mage poissonien,
en général due s'écietpas sous la forme (4)

(en général, ou ne peut pas emméer les atomes de manièremesurables

Toutefois :

Conséquence importante Si on souhaite démontrer une

propriété qui ne dépend que de la los de M ,
alors on peut supposer

sans perte de généralité que M est de la forme CD ci-dessu,
constructe comme dans la perme de l'existence de nuages poissoniens

Exemple (un processus de Poisson est un

nuage poissonien

Soit & et(Xili
, ,
de va ind Exp(X) .

On poseM+ Xm -

Alors Meil

un

nuage poissonien d'internité 1 de

Pare : D'après la propriété de saus mémoire de la loi exponentielle ,

les va (Mizuelis
,

sont ind
.

Il suffit donc de vérifier queI Misat Mig ent en

nuage poissonien d'internité
x 1zo

, ia) de

On sait qu'un tel mage a la la de Edi avec Le PoiC)

et (Wilk, vid sur 70
,

17. Vérificus que Mita,y ent de cette forme



Posous Sn = X
, +... + Xn

.

Alors

P(M(t0 , 1) = m) = 1)Su =
,

Su + 1) 1)

=Si-et
[Yi = u ,t -- + Xi]

=S BaylcynidYdyz-de en

dy .. -- dyn et=

+Soye---xy()]

= Sozy---
, yn =

dy,
... dyn et

= -

Dona M(50
, 1]) NOA).

Déterminaus la loi de CS
, - Sul sachant MCEG, C In i

El8(S
, ..., Su)(Mitrl =n] =)-je

2x
,

+ - - + ((((((+ -
- + (n + )

même tyve -->
decolas z ... ]

que juste avant =
m !Sdy,

-
- - dynf(y, ,

-

-
-

, yz)
2y,

< . -. Ynd

Aimi
,
(S

...., Su) sachant McQRIn a
la loi des statistiques d'ordre

de n va uniformes ind su tais ,
ce qui conclut

N

Proposition (Stabilité par restriction) Sort M nuage poissonien d'intermite

M. Soit (Ailizz des parties disjointes de E . Alors (Miailier sont
des
nuages poissonieus H et MA est dintermite MAI

C'est une conséquence immédiate de la définition



On en déduit le résultat suivant
, important en pratique pour se

romener au ces d'une menus d'internité finie
Corollaire Soit M une mesme aléatoires de Poisson d'internité in supposée
o-finie .

Alors on peut évire M= Mi avec (Milis
,
des

menues aléatoire de Poisson indépendantes d'internités finies
Pure : On écit E=Ai avec (Ailis

,
éléments disjoints deE de p-masse finie.

Alors M= MIAi , avec (MIAi) is
,

des mennes aléatoires de Poisson

indépendentes aux Miti d'internité MIAi , finie
-

Remarque Si pe est s-finie,
ce n'est pas clair qu'on peut décomposer M

demanièr "menuable" M= Mi avec Milix ,
meses aléatoire

de Poisson indépendentes d'intenités finies . Mais lorsque pe est o-finie,

on vient de voir que dat possible.



3)Points multiples
On suppose que ExSEE

VICEE

Les atomes d'unemesma Matan(E) ve sont par

foriement distincts .

Si M ent un mage poissonien d'intermita ,MISS3)PCS)

Donc Kaef
, plus) = 0 Es Kate ,

P(M(Em3)es1)= 1
.

On ven

fact my FACE , planT)= 0 El BIEEE
,MIEMBESIB= l sous de bonne

hypothèses garantissant la meserabilité de l'événement .

Définition On note
simple

Matom(E)= [4=Mat(E) : Rij po

Rappelas que MatanCE) estmui de la plus petite tribe pour
laquelle les MatonCEDUSSI sont mesurables pour tout AEE .

M H p(A)

# En général , l Simple (El ment
pas

une partie mesurable de Matom(E)
En effet, soit (Xilis ,

des Va ind euniformes sur [0,1 = E .

Poso

M.=n
et Mc=x .

Alors M
,
et M sont deux memes alafoira

de Poisson d'intenté s-finie pe donnée par p(A)O si XALTO avec

Si f(al=

↓ la mare de Labesque sur 20,13 . Il est s-finie con
pe=)

M
,
et Mr out même loi ,

M,MSCES et My MSim El
,
donc MSE

n'eut
pas
menumble



Une hypothès de finitude et de resurabilité sont nécessaires :

Seume On emppose que D = [(44): EJEEE
-I Alors Mimpe,SEECEME)et mesurable dansMatom

Dans : Posons Motom(F)= [MEMatom(E) : M(E) sX3 , partie mermable de MatonE)
et E : Marom(E) -> Marom (EXE).

JeH Oui,

PrisqueMmE=[EMCE) : (4) (D) = 03
,

il suffit de

vérifier que pe> E4)(D) est menuable· Pour cela, comidéron

6-5C05 :Sur( ent menuable 3

Puisque pour pe fines et A,
BEE , on a (4) (AXB)= (A) MIrI-pIAND) ·

On vérifie que l est une classe manatore
,
contenant les prenés mesurables .

Ci conclut .

(N . B. On peut demême montrer
que test mesurable)

N

Proposition On suppose que pe ento-finie que D = Elu) :E

Soit M un nuage poissonien
d'infamilia

pe
-

Alors

simple
VEE (Ex3) =0 ) ps MEMatomCEl (clent-a-dive quia

existe un évèrement A te P(A) = 1 et WEA => M(c) -Matom(F)
Ci Pest complète (cad que tout sous-ensemble d'un évèrement de proba nulle est mesmable),
c'est lors EDLME Mimp (E)) = 1

Le cas échéant, on dit que Meet sans point multiple

Don rappelle qu'en général Ne (E) n'et
pas mesable das E.



&ave : Et Supposon que p/5x5)= 0

pour non E.

Alors

P)MISx3(, 2) = 1-e =
c e o

,
donc BIMAM .

Si ell > 0,

absence

#Traiter d'abord le cas
pe fini .

Alors d'après le laume(MEME

ne dépend que de la loi de M
.

Armi
,

on peutsupposer que M ent construite

a partir de variables aléatoir comme don la preme
de elexistence desI mage passorias : M=xi

auss (NP(PCE)) et (Vilis ,

vid de

lor
M ,de e

Alors
por 1 citj , N(Xi = Xj) =p /E Fury Midal Meldy) = 0.

Donc(MzMimp(E)) = 1

· Dans le cas général o fini.Ai = Eaux (Ail
, disjoints etpe(AilB Vis, s

on aun que
M= MAi ,

où (Misili
,
sont des nuages poissonieus indépendant

d'intermités respectives MIAi (et donc finies) .

Soitalas &= & MiaiUn
ainsi d'aprè le cas pe fini on a PCA)=1.

De plus wet = Mus-Mime (E)
-


