
Cous 10 : Mesures aléatoires de Poisson, 2/2

Rappelaus le cadres ici , (E, E) et (P,) désignent deux espaces mesures
bels que KieE, [UJEE et VyEF, EYER
·Malam (E) = Su mesue de la forme I tri avect au plus dénombrable etce EVEI

muni de la plus petite tribu pour
la quelle les Matom(E) NUE+3

M - M(A)
sont mesurables pour

tout AEE .

· Meets-finie si M =Mi avec I au plus dénombrable et pifinie Kef .

· Une menue aléatoire de poisson d'internité pe MSCE)
est une variable

décabare Mavulaus lau MatoCE) telle que i

· FAEG
, MCAluP(p(A)

· VAin--
, ARES, MCAil

, -- MCAL) sont independants-

Plan : 1) Formules de Combell

2) Transformation de nuages passonieus
3) Nuages de Poisson avec paramétra temporel .

4) Formule de Pulm

Commençan d'abord avec une remarque
concernant l'émunération des atomes.



Remarque facultativeesIl n'eut
pas toujours possible d'animates les

atomes de pe Matom CEC de manière mesurable

En effet ,
soit E = 191) et supposan par

l'absurde qu'il existe des

explication mesuablesTi : Matom(El-E eth:Matan(El-> VE + 03

YpEllarom(El , p
=

i = 1 Hi(p)
Sat ↓ la menue de Lebesque sur 50

, 12 et p= MS(51) :

Aimi u(Al = 0 viX(Alo et plAl= - sitako .

Soit M un nuage poissonien
d'intermité

p
Aimi

, FAEB)

ps MCAl = 0 ou 0 .

Ainsi 2MÊM et on vérifie que MHM .

Alors

(ICM1
,

1 CHIRMI)
is, 1

Puisque peut sous atome , Vis, 1
,

Feto, is, P)Hi(M) =x) = 0.

Par Fubin; Kitj , PHikM)=j(M) = 0.

Donc $(Fifj,Ti (IM) FIT, (2M) = 1
,

absurde.

us il faut des hypothera additionnelles de l finitede "

· Sin est un sous ensemble mesmable d'un
espace métrique

polonais ,
en notant Mon CES les mesurer finies de Natom (E),

il est possible de numéroter de mariee mesmable les utomes des

mesurer de MeTomCEs (Proposition 6-
2 dans Last & Perrose)

On en déduct que si M et un muage poissonien d'intermita

In orfinie sur Epolonais ,
alors on peut écrive

M=CM)
aves Le mesurables

,

1 of Corollary 6 - 5 dans Last al Perrose)



1) Formules de Campbell Ladditive, exponentielle
Dans toute cette partie, pelsCES est fixée et Mest un nuage

poissoniem d'intermita ,
avec un espace mesué LE, El quelconque

Théorème (formule additive (

1) (as positif) Soit f : E +1+
menuable· Alors & v.n M (8) = Spf(x) Mides) a pour

espérance TITM/81] = (Blaspelde)
2) (as intégrable) Soit J : E-R

, printégrable -

Alors la na MIS)SESMa
ent intégrable ,

et[MISI] = (flape(d)

Pre On fuit 820 comme limite croissante de forchrom étagées fui Lai
En particulier EtM(f)]= CMSAi) = pelful

Pri
, MIS)4M(8) . Donc M(8) et mesurable et par convergence

moratore [M181] = ↑(8)

2) On évit f = f'-f et ou applique es avect etf
-

Théorème (formule exponentielle
1) Clas positif) Soit J : E+R+ mesurable. On a

E =M1s)] = exp)Sude)(1-e)
2) (las integrabe) Soit J : E-R -intégrable· On a

#teM's)] = exp)SMida)(e



Preue : 1) On évit 82, 0 comme limite croissante de fonchron étages fui Lai
avec Ailis , disjoints .

Alors M(fr)= Ci NCAI) ent une combinaison linéairede vea de

Poisson I
,
et on conclut en utilisant la forme de la tranfo de La place d'une

va de Poisson

et convergence
mandore

2) On Fait f-limfu awes f =S
, In = -fi ,o

0 In 45 et Si , Si étagées .

Come en 1)
,

en calcul explicita doma

EleiMbu)] =exp))Mide (en1)
Mais d'une part, exp))Mde (en) exp)Sud) (ei-1) par convergenceI
concut.

-

&

dominée
,

en utilisantet l fubl = Surf 8 + 5 = 181

D'autre part, M(81) = M18)- M181) ,
et MI8n) ↑ M18T) et MI8n) ↑ M18) por convergence mondone.

Donc MIfn) M8).

Come leiml = 1
,

on a aussiteiMisn]TeiMis] por comergence dominée,
e qui

N

Remarque importante Les formule exponentielle permet une canachariscation

a la Laplace" desmenues de Poisson : si N est une via à valeu dans MatomS

telle queLEN8)] = exp)-Sud(I) pour 80 on

Etein(s)] = exp)(pd(e) -1) pour fiEtR Mintegrable,
alors N et en nuage poissonien dinternité p

(pende simplement fai avecAilecian disjoints)



Pour f : Et R+ mesurable
, d'après la formule additive #ISSMIdu]1 Es SSMCA

Le résultat suivent donne une CNS
pour SfMIde) < D

p
.s

Proposition Soit fiETH mesurable. Con al'alternative i

⑨ Si Smince, )d ,
alors ps . (faMida

③ Si Semin( , ) qu = 1
, alors p

- s
- Seffal Midal=

Fame : On remarque que pour set
, 03,Elimi

Ainsi
, P)(8MId) < 3) = limEt etris]]

+- 0

=him exp)-Slda) (l-ets) (formule expo

① Simini
,fi, poite on a

1- etf mince
, f) et le résultat s'emmit

par convergence dominé

- Y② Si Semink , 81du = 0
, on remarque que (min(1 ,y) -e

I-eY
pour une untuna constante <(= 1 -i)

-- < mind
, y)

Aimi
, pour

t
, Spidu)(1-e), C Spldal min(1

,
tan), 1 cSpli)min(a) = -

Donn P)(f(a) MIda) (1) = 0

s

Exemple Si M=2
Ricode et f(x) = X

,
alors M181 * p-s

mais ElM18)] = A



2)Transformations de nuages poissoniens
Proposition (stabilité par image)I Soit M un nuage poissonien d'intermita us finie sur CE

,
El et filE,EXCF

memuable
.

Alors fx(M) est un
nuage poissonien d'internité Je pe sur F

Premie :Tout d'abord varifions que f
est Nation CEC C Matom CF) et

Zoni #Zogit I

qu'elle est mesurable .

· Pour BEF ,
or a bien (i) (B) = #STEI :Miej(BI)()

· On a pow BEF, 10 i

8 (drtMatan(t) : v (B) = (3) = SpeMatam(E) : Sam (B) = R3

=Sp +Maton(E) : p(g (B)) = R3 ,

memuable

Ainni
, 82 (M) E Matom(F) ,

et si BEF,

8y(M/(B) = M/8"(B) ~ P(MI8"(1) ~ P(faM)
Par ailleur

,
si B -- , Bre sont disjoints, j(Bi) .

--

, J'(Bul sont

disjoints, donc les fa(M) (Bil = M)5' (Bi)) sont 1.

m

Remarque In autra avantage de travailles avec des messes sfine
ici plutôt que o-finies est que l'image d'une mesus o fine net en

général pas o-finie



Proposition (stabilités par marquage)
On

suppose que
M=Zxm aux LENUS et XE

des variables aléatoires ent un nuage poissonien d'internité peMSCEC
Soit (Vilis

,
desva ind dans (F

,
E) de loi M' , indépendantes de (2

,X ,Xx --- (

Alors M
=ZxY est un mage poissonien dan EXF

d'internité Qu

Preuve
-

. Soit f : ExF- R+ mesmable. On calculei

#5 exp) - m (8))]= ETE[ expl-E8(XYn)) ,cx]
=Et Spy exp(-f(x(2)]
= E[exp) - M(F))]

avec F(u) = -
en Spildy)est ,I Davs d'après le formule exponentielle

E[exp) -M(f))] = exp) - S(1 - eF())pd)

=exp)-)(-y
D'ai le résultat

-

Exemple Soit Mexm nuage poissonien d'intermité pe
sur E et

Milis, did I Benovilli (p) . Alors Mp Yu Ex et un

mage poissonien d'internité pu ,
can Mp et la restriction

· Ex513 de M=XY d'intenité ne remonilli(p)



3) Nuages de Poisson avec parametre temporal
On se place dans le cadre d'un espace

menué CE
,
E) avec qEE

,

en suppose que
B ent complète et que pr est o finis surE

Def Un proces ponctuel de Poisson sur E d'intimité pe
est un mage

poissonien M su RAXE d'intemité deQ p

Proposition Presque rument, F,
o MISEXE) 1

Pare : OumgKTLO ,
AFE5Et

,T) ,
MISE3XE) >, 23 est inclus dans

un évèrement négligeable .

Pas o finitude, il suffit de le free pour qu fine .

En effet, en écrivant E= Ai avecAitE disjoints et Mail < B
,

on a

&

AT = U S5tEtO,T] , MISE3X(AiUAj)) >, 23
i

Comme plaiUAj) <0
,
il suffit de traiter le con u finie.

Supposan dans pe finie

Pro : At <B+, n avec Bon = 551cRan
,MILT]XE), 23.

Or(BTn)? (1-etnal) avec tM
~-

n-x

Aimi A
+ ClBin avec B

+ )=

Def Pour t, 0

,
on pose

ell= que e M(S( ,(3) =

& point cimetière sincer



Proposition 1) FK,
0

,
elt) ent une via.

2) Si pIE)= 1,. Eti elt) #03 ent dense p
- S

3) Si ocpE) < A
, p . S Et : ell #03 est infini discut et peut être

ordonné avec des va OCT, TzC---- qui vérifient

② T,TarTi ,
Ty-T, ... Sout ind esp (ME)

⑥ Es v .. (elTillis, sont ind de loi MI) /M (s)

① Celtilli ,
1 (Ti) is,

Pare : 1) Pou AES
,
SeCEA3 = &M) 373 XA) = 13
Sel = 0 3 = &M/st3XE) = 03

2) Si cel= KacbEQ + on a M(la ,
3] XE) ~Poi(a) = -

p-s-

3) La loi de (Ti , esTjllij, ,
ne dépend que de la loi de M , per exemple

T

1 = if(t0 : M(z0
, +JXEK, 13 et SeCTieA] = EMISTi X A) = 13.

La
prop

à démonter ne dépend donc que de la la de M .

Construisons alors M comme suit,

Soit p= un muaye poissonien d'internité ME) de sur Re

et (Vilis, ind ~ Mlo)/r(E) .

Alors
, par marquage,

M=i
, Xi)

est un mage poissonien
d'intimité

dQ .

Par ailleus
, on a ve au cours demia

que

(P)[0, 7)((z
, 0
ent un

processes
de Poisson d'internité peEl et

on peut bien ordomer T,T2 --- qui vérifient
Les propriétés Bet découlent du fuit que elTil= Yi

-



&emplePlusMode
On a plan

= M(fz)
3xt

avec 8 (1 ,
x) = let

Comme
int
dexulda) 118t(s)10 ,

FE30
, p

. S XX ,
et
par

XIRI

monotonie ps VE, o X= <0.

Néanmoin
,

come Ftso Sdouda)S = on a EXE=

IR*

En utilisant les propriétés des mesmes aléatoires de Poisson,

on peut vérifier que (XE, o
est un processus à accroissements

stationnaires et indépendants, et l est cidlag par construction :

c'est un processus
de Lévy croissant (un subordinateur (

4Formule de Palm
Théorème (Formule de Palm /équation de Mecke) Sort

por finie et M un nuage

poissonien d'internité. Soit f :Ex Matom(E) -R menuable ·
Alors

Et Secr ,M(MIdu)] = So #Ter,Marcel] Mide) (2)

On peut intuitivement interpréter la formule de Palm come suit : sachant que M

a un atome en
,
e qui advient avec internité pelda) ,

la menue M a même loi que Mtdx,

i . 2 la menus dePoisson à laquelle on a rajatté un abome eno

On peut voir ce résultat comme une extension de la formule additive

menant en comple les atanes .



Preuve : Tout d'abord
, comme perspecte ent mennable , por approximation par des

fonchiou étagées ,
ou vérifie que (8( , M) (dal etM+ 8(e), M +dx)

sont mermables . Aimi (2) ne dépend que de la loi de M .

Etape lip finie
On Suit M sous la forme MIZxi avec LES et

dedoub
d ass

& -MEF8(x,
-Et8(X]

-
=Serie
= (M(m)([f( , m + Gx)]

E : Eriva M=. Mi avec Mi nuages poissonieus indépendants

d'internités
pi finies .

Pour 21, posam Sui ,
Rn=Mi

et 2n= Mi
Par

convergence monotone ,

El Secr ,M(M(ou)] = him ELS8(x , Su+ Bu) Succ)]
= him Et(F(c , Su) Sude)]

avec F (c
, p)= Elgi , M+ Rul] can SuHR



Puisque Su ent d'internité finie ,

ETSF( , Su(Suldal]= Et F(x
, Sutfal] Sucd

= Self(x ,
M +Gal] Sulda)I

-

CeT8(u,
M +Sel] ploe)

Remarque Si les atomes de M persent être énumérés de marière menuable

Coleutle cu si pet o-finie etE polonais) , la formula de Poli peut s'écriva

Et Secr , M - or) MIdu)] = So Etecre,Mis Mcores


