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Notationtie
· Be on B tribu barélienne ( + petite qui cartient les ouverts
· USCE) : mennes de proba sur E
· Sif : E->R est mennable ,

0 ou printégrable, on note

#(8)= (4 .2 =Su
· by (F) : factions continues bornés E+ 1
- S

,
(E) : fonction continuer E-11 i support compact

#férence , convergence of probability measures canded
- O
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E
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Cours: Commergence étroite dan R
Plan : 1) Définition
-

2) Restriction de fonctions test

3) Fonction de répartition ,
tension (k = 1)

↓Définition
Pfinition Soit (E , d) un espace métrique, Mr , MEM ,

CEI
.

On

dit
que cul commerge retraitement vers pe

siL Vfe(lEl , Mulg) -> M(8)
Ou mote alors

M M

↳gl
· dan-em

,
alors Jan to

· Mn= in Lebeyne(t)

emulationprobabiliste Si Xn
,
X sont des vo de lois

respectives Mr , M , on
dit que[

Xn EX si un = M , ieVgedEl , Etg(Xal]-> EIg(X].

(position
Soit (E

,
d un espace métrique, CE)

Mr= M
et Un => alors p=r&

&nouve : On a alors Vf(E) , Migh = 0(8)

Soit F formé et KLo . On
poseI &F

, k
(4)= mass (1-Kd(u

,
F)

, 0)
#
↑ y X
*
I



Comme Six converge simplement ver if , par convergence
domine

,
on en déduit que p(Fl= v(F) , et dons pir par

le théorèmeL &

des classes monotoves

-

Deus la suite de ce cour 1
,
on se restreint à P

,
muni

de la distance encidienne
.

~Restriction des fonctionstest
Iorème("petit partementeaut) Soit Mr , neM , (1) ·

On ai

Mn
=> ↑ esi Vg : R->Ri , mesmable ,

bornés
,
continue

pe presque partantL
(ie MCSo : Scontinueenus)= 1) on a Mu(8) -> M18)
Voir Caus2
-pour

une presure
d'un enoncé plus général das

un cadre plus général .

Proposition Soit Mu , peu ,
(*)

-

Soit HC fonctions R-R mesurables barnée
-

Aq6, (R) CF ,
l'adhérence étant puis pour

la
norme uniforme .

AlorsL XSEH , Mu18) implique Men M

Preme : Et : On my Vgz6, (RY) Mn(8)+ M18) implique MnEM-

Elé- argument de troncature
.

Soit Un : Rais continue
by Un (1) : 1 pour la r

Soit 87Gp(R) .
Alors Ve(a) =0 pour (1xk,

+ 1

(Mu19) - M(8)) = (Mu/s)-Mn(8rell + 1Mulgre)- M/frell + 1180) - In 181
-I Quand new : livemp 12 tens > 118"s(1-Mel = 1181y (1 - M(Ur)

limp 2 terme =o



Ainsi linmp (Mu/81-M(g)) -> 211811s 11-M Well

Comma Mire) -> 1 ( por comergence dominées, cela
conclut l'étape I

Etapez Soit Jek(R) .
Soit gett to 11 1-gly 15 .

AlorsI
n+ v

n+x

= E
->o - E

(Mm(g) - 4(87) < (Mn(8) - Mn(g)) + 1 Mu(g) -Migi) + 14 (g)- M(8)
- -

(ag + H

Donc
pu (f)
-> p(8) Or conclut par l'étape 1 .

-

Arication: Soit Mell , (R) et (Xulus, desva ind de loi
pe

Soit
un =Exi - Alors pas MEM .

En particulie ,
toute probe

de Il
,
CR) est limite étroite de mesmes atomiques

Prewe Soit /Ink, une suite de 6
,
(R) dens dan b

. (4),

pren
le por exemple les polynômes à cofficients nationnels fonction patarTu pau
On

pose H
= {fr : >

, 13
-

Come Mn(fr)= Xi)F EtSp(X11] = p18p) d'api la loi de

grands nombres

Donc ps KfEH , Mulf)+ 418) , d'ou le résultat par la prop
an

Fonctionsde répartition (B=1) et tension

touSpowde Fa
= -pul pourcee



Remarquer: · Lim Fr = 1 , Liv Fp = 0 , Fuent croissante, cadlo'y/ continue a droite
+ -X

as des limites à gauche en tout point) &

· Réciproquement, si F : R+ 5Q1 est croissante
,
continue à droite et vérifie

lim F=0
,
lemF = 1

, dors speM , (R) to F= Fp .
En effet, on peut prendre pour pe

- x +0

image de
la
messs de La besque sur 3915 par

x -> ing3y (R = F(y) >, 43

Cet la mesure de Lebesque Stieltjes associa a F,

& femille d'exercier)

· in a en atomen re ESDFple) = Fpe(a) - Fpk - 1 = p(543) o

. pe a un
nombre dénombrable d'atomes (ca KK

, ,

#SxR
, p((45), 3 k)
·

pe
n'a
par d'atome ES Fp et continue

· in a une dernité 1 % Labesque) FM est dérivableg

presque partout de dérivée g et Fra=Sg(t) at .
D Fuent toujours presque portant dérivable , mais n'eut

pas toujours l'intégrale de
sa dérivée (dut en fait le cos sur pe menne de Labesque), a

pende l'escalier du diable / Centor i I - ---(dérivée = o presque partout)
-

=
---
-

P

Leposition
Soit

pr ,perm)

Mnq si Fin(ul Fuse VER t AFp



Prene : · Si un => et si DFpla= 0, alors faz) = Azax ent

continua
in-presque portant , et donc par petit portemanteau,

Mu181-> peg)
· Réciproquement, on aalors Mug-PG) pou

-toul fonction o
de la forme y=iyi ,Yi] ave

Pi et yi des non-atomes de p. On toute fonction de 6
, (R)I est limite uniforme de telles factions .

On conclut as , la

proposition de 2)-

-

Définition On dit qu'une famille (Miliez de mesures deM , CR)
-Lent tendus si Vs0 , 5 ACO

, ipMi(RE - A, AS) -> S

Remarq Une nik (Mul,
de M

,
(R) ent tendre si-

L Vo
,
Jaco

S livrup Mn/Rl-A,AS) - E.
r - -

Gei provient du fait qu'une mesus peM ,CR) et tendue

prisque lim p(((t- A,A)) = 0
A+x

Le résultat suivent et un résultat de type " compacitoy
et est un cas particulier du théorème de Probtaror, qui ser
ve an Caus3
-



Théorème Soit (Mulus, une suite de M, l RI
.
Alors

Curlus, est tendus EL extraction y , 5
extraction

o by Supe peni us,L comage étroitement

C per
extraction

, on
vent dire soussuite

,
cv

, plus formellement,
ene injection croissant N

*

-N)

PareDPar l'absende
,
on suppors 750 tyKv >, I,

Mons (R2[-nin3) LE Con put prendre d croissante carà is, 1 fixélim Micri-n ,n=
Par hypothèse, soit 4 extraction to [M Popenilus

,
converge

étraitement vers peM , (R) -

Alors
pour
tout us Oty Mal 3720

pour n ouey grand, [-U, 1]C5-4114) Donc

M(T-(x)) = lim Photon s
([-vs ,47) Eliming M Popul/5

- 4121
, 41413)

n
-17

< - 2-

En faisant a -12, on obtient (R) < 1
,
absence

# Quitte à travailler aves Ma , on suppose pridentité
Ell : identifier une limite potentiellen .

On
par Fn = Fun

VqEQ , (Fr(q))ny
,

ent borné
.

Por argument diagonal, 74
extraction to VqEQ ,

( Fyl sellns
, converge

ver ear

limite notés Fo(9). On pose alors

F(x) = infGFo(q) : 97x, 9Q3 .

On vérifie que
Feet croissanty

,
continue à cheite



Soit 30 etAjo ty SupuCREAA)
Soit GEa ,

9)A . Alors In 1914, -3

En faisant ~- ,
on obtient Folg), -a

D'où F(A)>, 1-E
,

On montre de même que F(-A) XE.

Dans limF = o
,
lim F = 1

.

- A + x

A imi 7 p + M
, (R) +q F

= Fp (cet la menus de

Lebesque Stieltjes arsociée à F, of remarque précédente
S

Etre 2 : On vérifie que Mycul =M.

Soiter rap)[43) =0. . Alors

F(x) = mp(Fs(9) : q( , 97Q3 = iv835(9) : 974, yea]

(Pour la première égalité on peut utiliser F(x) =limFl
Aimisi a Jxcq'ales a , p=Qi

Fo(q) = Lim F() living Fu(x)
n-b

= Linup F4s (4)
n-

-> limsp Fy(q) = Fo(g) .
n-b

En faisantqTx ,
ave
,
on conclut que Fy(u) -> F(x) .

n-

N

L



Remarques:·Il est tentant de reformuler en disant

que En Mains , 3 et d'adhérence compact dan M, R
meni d'une distance qui me trise la contergence
etroite . Gi serr effectivement fait dan lou
mai c'est prématica a stade ↑

· L'extension à Rest similaire (of Proposition 5
.

21

dans Kallenberg

DéfinitionAuditque famili devable
lateen e

iC I↳aupleSi lietbondamne
Samedes sous-sous-suite pour

les mesurer

LSoit Mr , Meu , CR .

Alors Ma p ssi by extraction, Iy extraction ty Mpayant
Prene : # o

# Par l'absends
,
soit sco

,
geSp(R) et y extraction ty

Fr
, IMpY81-MIg1K, a .

Por hypothise, 24 extraction ty

Moopin => M .

Alors Moonin (8)+ M(8) , contradiction.

-

-



Corollaire Soit (Mula, une suite de U
, (8) , MEM , (R) .-

Alors Mr = M si (Mulus,
ent tendueL S 2 Mai EV pour tre

extraction of et rel,Ce, alors per.

Prame : Es Clair

#On raisonne par l'absurde . D'aprè le lune

mévident , by extraction by P extraction
, Moyens # M .

Or (Myni) ent tendue ,
done 7 pextraction et wee, (R) AqL
~

Myoyin EU . Donc v = R par hypothise , absurdes

En pratique , le corollaire précédent enttrès utile pour
montres

que Musi
S

comme suit:

D On my (Mu) et tendue [Tension]#② On pend y extractionet ~ ty Moins V.

On montre en utilisant une te vi caractérise une mesureque v
= M proprié a

[unicite de la limite]&


