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Devoir maison

A rendre individuellement le mardi 5 novembre (rendu papier ou rendu éleftronique).

Les questions ne sont pas classées par ordre croissant de difficulte.

La précision et la clarté de la rédaltion seront prises en compte dans I’évaluation.

Toute question peut étre admise et utilisée ultérieurement, a condition de I'indiquer clairement.

Les résultats du cours ou des feuilles d’exercices peuvent étre utilisés sans démonstration, a condition de les
citer clairement.

Le DM comporte des questions délicates : il est normal de ne pas réussir certaines questions.

Toutes les variables aléatoires mises en jeu sont définies sur le méme espace de probabilité (Q, A, IP). Tout espace
meétrique E sera muni de sa tribu borélienne et on note M, (E) I'ensemble des mesures de probabilité sur E.

* % %

f?(ercice 1. Soit (X,,),;>; une suite de variables aléatoires réelles uniformément intégrable.

(1) Pour n > 1 on pose S, = (X, +---+ X,,)/n. Montrer que la suite de variables aléatoires (S,),>, et
uniformément intégrable.

(2) Montrer que l’'adhérence dans L' de {X,, : n > 1} forme une famille uniformément intégrable.

Corrigeé :
Pour les deux questions on utilise la caraCtérisation “e-0” de 'uniforme intégrabilité. Tout d’abord,
puisque (X,),>, est uniformément intégrable, elle est bornée dans L* : il exite C > o tel que E[|X,|] <

C pour tout n > 1. Aussi, pour ¢ > o fixé, il existe 0 > o tel que pour tout événement A avec IP(A) <o
onalE[|X,|14] < € pour tout n > 1.

(1) Par inégalité triangulaire et linéarité de ’espérance, pour tout n > 1 on a E|[|S,|] < C et pour
tout événement A avec P(A)<dona

n
1
ElIS 14 < ) L] <
=1

ce qui montre que la suite de variables aléatoires (S,,),>, e$t uniformément intégrable.

(2) 11 suffit de montrer que si X,, » X dans L* alors [E[|X]|] < C et pour tout événement A avec
P(A)<donalE[|X|l,] <e. La premiére inégalité provient du fait que |X,| — |X| dans L* (car
[1X,,|—1X|| < |X,,— X]) et que la convergence dans L* implique la convergence des espérances. De
méme, pour la seconde inégalité on utilise le fait que X, 14 — X1, dans L* car | X, 1, — X14| <
|X, — X|.
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* % %

Z}(ercice 2. Soit (E,d) un espace métrique séparable et complet. Soit I : E — [0, 0] une fonction telle
P q P P
que pour tout ¢ € [0,00[, {x € E : I(x) < c} est compact. Soit (IP,,),,», une suite de M, (E). On considére les
propriétés (A), (B) et (C) suivantes :
(A)  pour tout fermé F de E on a lim sup%ln P, (F) < —inlgl(x).
n—00 xe

(B)  pour tout compa&t K de E on a limsup In P, (K) < —inf I(x).

n—ooo N xeK

(C)  pour tout M > o il exiSte un compact Ky, de E tel que limsup % InP,(E\Ky) < -M.

n—-o00
(1) Démontrer que (C) et (B) impliquent (A).
(2) Démontrer que (A) implique (C).

Corrigé :

1) Supposons (C) et (B). Soit F fermé et posons M = inf,r I(x). Soit ¢ > o tel que c < M et K; un
pPp p q
compact de E vérifiant I'inégalité de (C). Alors pour tout € > o, puisque F N Ky, e§t compact,
pour 1 assez grand :

IPn(F) S IPn(F N KM) +1Pn(E\KM) S e(—infxemeM I(x)+€)n + e(—M+€)}’Z S 26(—M+8)71'
Il s’ensuit que

limsup%ln]Pn(F) <-M+¢

n—-oo0

et le résultat désiré en découle en faisant ¢ — o.

(2) Soit (x;);>; une suite dénombrable dense. Soit M > o. Pour k > 1 notons Oy l'ouvert

: 1
Oy = g B (xl-, ;)
Montrons que pour tout k > 1 il existe £, > 1 tel que pour toutn>1ona
P, (E\Og,) < e "M, (1)
Pour cela, soit k > 1 et soit M’ > M. Par compacité il exite un entier j; > 1 tel que
(xeE:I(x)<kM’} c O,.
Par (A):

limsup—InTP,(E\O;) < — inf I(x)<—-kM"

n—oco N XEE\Ojk
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Ainsi, pour n assez grand,

P, (E\O;,) < "M,
En prenant {; > j; suffisamment grand, I'inégalité précédente est vérifiée pour tout n > 1, ce
qui donne (1).

Ensuite, on définit

K=(")0,

k>1

qui est fermé et précompa&t dans E complet, donc compact. Par ailleurs,

&0 -nM

P, (E\K) < invn(g\o_gk) < imn(}s\ogk) < Ze—”kM = e—_M
k=1

k=1 k=1

On conclut que
_ 1
limsup - InlP,(E\Ky;) < —M.
n—-oo
Remarque. La propriété (C) s’appelle tension exponentielle. L'exercice 2 e$t inspiré des Lemma 2.5
et Lemma 2.6 dans James Lynch. Jayaram Sethuraman. “Large Deviations for Processes with Inde-
pendent Increments.” Ann. Probab. 15 (2) 610 - 627, April, 1987. https://doi.org/10.1214/aop/
1176992161 et constitue a présent une brique de base de la théorie des grandes déviations. O

* ok %

Z?(ercice 3. Soit d > 1 un entier. Soient y,v € Ml(IRd).

(1) Démontrer que la famille 7 des mesures de probabilité de Ml(IRd X IRd) de la forme Py y) ou X et
Y sont des variables aléatoires définies sur le méme espace de probabilité avec X ayant loi pet Y
ayant loi v est compact dans M, (R x RY) muni de la diStance de Lévy-Prokhorov d, p (ici on note
Py pour la loi d’une variable aléatoire U).

(2) On suppose que f]R |x|p(dx) < o0 et LR |x|v(dx) < co. Démontrer que I'infimum
I =inf{E[|X - Y|]: X a pour loi p et Y a pour loi v}

est atteint.

Corrigeé :

(1) Soit (Px, v,))u>: une suite d’éléments de 7. On montre que cette suite admet une sous-suite
qui converge étroitement vers un élément de 7. Montrons d’abord que cette suite est tendue.
Soit € > o. Soient K, et K, deux compacts de RY tels que u(K;) >1—-eetv(K,) >1—¢. Alors

pour toutn >1:
P((X,,Y,) €K, xK,)>1-2¢.

Ainsi, d’apres le théoreme de Prokhorov, il existe une sous-suite ¢ et une variable aléatoire
(U, V) telle que (X (), Yo(n)) converge en loi vers (U, V). Il suffit de vérifier que U et X ont la
méme loi, ainsi que V et Y. Pour cela, la continuité de (x,y) — x et (x,y) — y implique que
Xp(n) converge en loi vers U et Y,(,) converge en loi vers V. Puisque X,,(,) a la méme loi que X
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et Y(p(n) a la méme loi que Y, le résultat s’ensuit.

(2) Soit By, y,) une suite d’éléments de F telle que
E[|X,-Y,|] > L

Y

D’apres la question (1), il exi$te une sous-suite ¢ et un élément Px y) de F tels que (X o(n)

p(n)
converge en loi vers (X, Y). Montrons que

E[X-Y|] =L
Pour tout R > o, la fonction (x,y) — |x — y| A R étant continue bornée,
E[IX,-Y,/AR] — E[X-Y|AR].
Puisque E[|X, - Y,| AR] < E[|X, - Y,|], on en déduit que
E[X - Y|AR] <.

En faisant R — oo on obtient [E[|X — Y|] < I. On a clairement I <IE[|X — Y|] par définition de I,
d’ou le résultat.

Remarque. La famille F est appelée ensemble des couplages de X et Y, et le couplage de la question
(2) e$t appelé couplage (ou transport) optimal pour le cotit L'. Cet exercice e$t inspiré de la Setion
5.4.3 de ce document. O

* % %

‘Exercice 4. Soit (E,d) un espace métrique séparable. Démontrer qu’il exi$te un ensemble dénombrable
H de fonctions continues bornées de E dans R tel que pour tout p € M, (E) et pour toute suite (y,),>,
d’éléments de M, (E), p,, converge étroitement vers y si et seulement si pour tout f € Hon a p,(f) — p(f).

Corrigé :
On s’inspire d’une preuve des compléments du cours 3. Soit (x;);>, une suite dénombrable dense. On
considere I’ensemble H de fonétions fIK’N avec K,N >1etl C{1,2,...,K} définies par

fIK,N(x) = max[l - Nd [x,UB(x,-,%)],o .

iel

L'ensemble H est dénombrable et e$t bien constitué de fonltions continues bornées (et méme lip-
schitziennes bornées). Vérifions qu’il convient. Supposons que pour tout f € H on a p,(f) — p(f) et
vérifions que y, converge étroitement vers y en montrant que dyp(u,, #) — o. Soit € > o. Soit N > 1/¢.
Soit K > 1 tel que

#[U B(xirl/N)] <1/N <e.

i>K
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Soit A € B(E). Notons I, ={i € {1,2,...,K} : B(x;,1/N)N A = @}. Alors

1
wA) < pu UB(xi,ﬁ) +y(UB(xi,1/N)]
i€ly i>K
< u(fiN)+e
< pu( II:’N)+25

pour n assez grand. Mais par définition u,,( fIIj’N)

de A de sorte que pour n assez grand

< yn(A(Z/N)), ott A®N) e le 2/N-voisinage ouvert

HA) < py(APD) 4 26,

ce qui implique d; p(p,, p) < 2¢ d’apres la version non symétrique de la diStance de Lévy-Prokhorov.
O

* ok %

‘Exercice 5. On note C 'ensemble des fon&ions continues de [0,1] dans IR. Soit (X,,(t): 0 <t <1),>, une
suite de variables aléatoires a valeurs dans C. On note X,, = (X,,(f):0 <t < 1).

(1) Démontrer que la suite (X,,),>, est tendue dans C si et seulement si les deux conditions suivantes
sont vérifies :

(a) la suite (X,,(0)),>; €St tendue dans R;

(b) pour toute suite 9y — o et pour toute suite (1, )r>,, on a

(PP)
w(X,,0k) — o,

k—o0

ou w(f,0) = SUP|s_tj<s 0s,t<: |f () — f(£)] désigne le module de continuité.

= o,

(2) Soit (X},),>1,1<i<n une suite de variables aléatoires a valeurs dans C telle que pour tout n > 1, les
variables aléatoires (X},),<j<, ont la méme loi que X,, (mais on ne les suppose pas indépendantes).
On suppose que :

(I) la suite de variables aléatoires (X,,),», e$t tendue dans C;

(IT) la suite de variables aléatoires SUPy[o,1] |X,.()| e$t uniformément intégrable.

Démontrer que la suite de variables aléatoires (Y,,),>; est tendue dans C, ou Y,, e§t définie par
1
Yult) =~ Zx,g(t), tefo,1].
1=1

(3) Le résultat de la question (2) reste-t-il vrai si on remplace (II) par (II') défini par
(I') la suite de variables aléatoires sup,(, ,11Xy ()| e§t bornée dans L'?

Justifiez votre réponse.
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Corrigé :

(1) D’apres le cours, la suite (X,,),>, et tendue dans C si et seulement si la suite (X,(0)),>; est
tendue dans R et

Ye>o,¥n>0,40>0, limsupP(w(X,,0)>1n)<e. (2)

n—-oo

I1 s’agit donc de démontrer que (2) est équivalent a (b). Démontrons que les deux négations
sont équivalentes :

— La négation de (2) e$t : il exiSte €,7 > o tels que pour tout 6 > o,

limsupP(w(X,,0)>1)>¢.

n—o0

— La négation de (b) eét : il exiSte une suite oy — o et une suite n; — oo tels que w(X,,, o) ne
converge pas en probabilité vers o.

En supposant la négation de (2), il exiSte &,71 > o et une suite (1) telle que pour tout k > 1 :
P(w(X,,, 1/k) 2 17) > €.

Ainsi en prenant o; = 1/k on a bien que w(X,,,5;) ne converge pas en probabilité vers o.

En supposant la négation de (b), il existe une suite 6y — o, 11,& > o et une suite (1) telle que
pour tout k > 1
P(w(X,y,8¢) 2 17) > €.

Ainsi, pour tout 0 > o, pour tout k assez grand tel que oy <o,on a
lP(a)(Xn;(,é) > 17) > €

ce qui démontre la négation de (2).

(2) On utilise le résultat de la question (1). On démontre tout d’abord que (Y,(0)),>, est tendue
en montrant qu’elle e§t bornée dans L'. Ceci provient du fait que par linéarité

E[|Y,(0)[] < E[|X,(0)[] < E| sup [X,(t)]

tefo,1]

’

et puisque la suite de variables aléatoires sup,¢(, ,)|X,(t)| est uniformément intégrable elle est
bornée dans L*.

Pour la tension, soit une suite oy — o et une suite (1;);»,. Vérifions que w(Y,,, ;) converge
en probabilité vers o. Tout d’abord, puisque la suite (X,),>, est tendue dans C, w(X,,,d)
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converge en probabilité vers o. D’aprés la question (II), cette suite et également uniformément
intégrable et donc IE[a)(Xnk,ék)] — 0. Ainsi :

(Ynklék < _Zw nk’

de sorte que
IE[a) Yy, 0k) ]<1E[w Xnk,bk)] — o

n—00

Il s’ensuit que w(Y,,,d;) converge dans L' vers o et donc en probabilité.
q ny k g p

(3) Non. Prenons par exemple une suite (B,,),>; de variables aléatoires de Bernoulli de parametres

respeltifs 1/n et prenons (X )1<i<n 1.1.d. de méme loi que X, défini par

n’B,t sit<1/n

X (t) =
" nB, sit>1/n.

Ainsi supte[o’l]an(t)l est bornée dans L' par 1, mais (Y,),>,; n'est tendue dans C : avec pro-

babilité tendant vers 1/e un seul des (X!),<jc, n'e& pas la fon&ion nulle, et dans ce cas
w(Y,,1/n) = 1, ce qui fait que (2) n’est pas vérifié.

Remarque. Cet exercice et inspiré de 'appendice A de l’article Berzunza Ojeda G, Janson S. The
distance profile of rooted and unrooted simply generated trees. Combinatorics, Probability and Com-

puting. 2022;31(3) :368-410. doi :10.1017/50963548321000304. O

* ok %

Petit probleme 6.

(1)

(2)

Démontrer qu’il existe un ensemble dénombrable D de fonctions lipschitziennes a support com-
pact de R dans R tel que pour toute suite (p,),>, d’éléments de M, (R) et p € M,(RR), y,, converge
étroitement vers y si et seulement si pour tout f € D on a y,(f) — u(f).

Démontrer que toute fonétion f : R — R lipschitzienne a support compact peut s’écrire comme la
différence de deux fonétions lipschitziennes croissantes bornées.
Indication. On pourra considérer pour a < b la fonction

g(a,b):sup Zlf(xi+1)_f(xi)| M21,a=X, <Xy < <Xyyy = b}

Soit Z une variable aléatoire réelle a densité. Soit (Z;);», des variables aléatoires réelles i.i.d. de
méme loi que Z et P, le polyndéme P,(X) = ]_[” (X —Z;) € R[X]. On note (Y;"),<j<y—, les racines
de P,. Démontrer que presque sirement, -3 '~ 5Y1-" converge étroitement lorsque n tend vers
I'infini.

Soit £ ={a,,...,ax} C C un ensemble fini. Soit (Z;);>, des variables aléatoires réelles i.i.d. a valeurs
dans £. Soit P, le polynéme P,(X) =", (X - Z ) € C[X]. On note (Y/"),<j<,—, les racines complexes
de P;. Démontrer que presque surement, ) B oy converge étroitement lorsque n tend vers

I'infini.
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Corrigé :

(1) Une variante de I’ensemble du cours 1 convient (polynomes a coefficients rationnels multipliés
par des fon¢tions plateaux régularisées).

(2) Pour x > o, posons F(x) = g(o,x) > o et G(x) = F(x)— f(x) > 0. Alors :
— clairement F est croissante

— pour montrer que G est croissante, pouro<a<b:

En effet, sio = x, <x, <---<x, =a, en posant x,,, = b on voit que par définition

£ (0) = fa) + Zlf(xi+1) - f(xj)l < g(o,b)

et en passant au sup
£ (0) = f(a)l+g(o,a) < g(o, b).

Ainsi

Ainsi G e$t croissante.

— Vérifions que F et G sont lipschitziennes bornées sur IR, . Supposons que f est L-lipschitzienne.
Alors en utilisant le fait que g(a,c) < g(a,b) + g(b,c) pour a < b < ¢, on voit que F e$t L-
lipschitzienne, puis que G est L-lipschitzienne. Pour montrer que F et G sont bornées, on
remarque que puisque f e§t a support compa&t, F e§t constante a partir d’un certain rang,
et donc G également. Ainsi F e$t G sont bornées sur IR, .

Pour x < o, on pose F(x) = g(x,0) et G(x) = F(x) — f(x) et le raisonnement précédent s’adapte.

(3) Puisque Z e$t a densité, les racines de P, sont presque stirement différentes. D’apres le théoréme
de Rolle, les racines de P, sont réelles et situées entre les zéros de P,. Notons ainsi Z} < ZJ <
.-+ < Z, les racines de P, et quitte a renuméroter les Y;" on peut supposer que

n n n n n
Zr<Y'<Z <Y,  <Z,.

D’apres les questions (1) et (2), il suffit de montrer que pour toute fonction f : R — R croissante
lipschtzienne bornée on a

n—o0

1 - n
p-s. ;;fwk) —. E[f2).
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Pour cela, on remarque que par croissance,

_Zf f(Zy) JZn) 1 Zf (zD) < Zlf(ykn)s%if(sz):%if(zk)—f(f?).

k=2 k=2

D’apres la loi des grands nombres et puisque f est bornée, les deux termes tout a gauche et
tout a droite de cette inégalité convergent p.s. vers [E[f(Z)] et le résultat s’ensuit.

(4) D’apres la ques$tion (1) il suffit de montrer que pour fonction f lipschitzienne bornée on a

Pour cela, tout d’abord on remarque que

k

n
P,(X) = I_[(X —a;)Ni avec N/ = Zﬂzk:ai.
k=1

i=1

Le polynéme P, a alors, pour 1 <i <K, pour racine a; avec multiplicité N/" — 1, et K — 1 autres

racines complexes notées (W/"),<;<x_,. On a alors

—Zf () = Z | Zf (W)

=1

D’apres la loi des grands nombres, p.s. N;' = IP(Z, = a;). Puisque f est bornée, il s’ensuit que

p-s.
DI R Zf =a) = E[f(Z,)].

Remarque. Les questions (2) et (3) ont été suggérées par Valentin Pesce. L’étude des points critiques
de polyndmes aléatoires et une direction de recherche active en théorie des probabilités. O
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