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Devoir maison

A rendre individuellement le mardi 7 novembre (rendu papier ou rendu éleCtronique).

Les questions ne sont pas classées par ordre croissant de difficulté.

La précision et la clarté de la rédaction seront prises en compte dans I'évaluation.

Toute question peut étre admise et utilisée ultérieurement, a condition de 'indiquer clairement.

Les résultats du cours ou des feuilles d’exercices peuvent étre utilisés sans déemonstration, a condition de les
citer clairement.

Le DM comporte des questions délicates : il e$t normal de ne pas réussir certaines questions.

Toutes les variables aléatoires mises en jeu sont définies sur le méme espace de probabilité (Q, A, IP).

* ok %

Z:;Cercice 1. Soit (X,,) et (Y,) des variables aléatoires réelles telles que o < X,, < Y,,. On suppose que X,
converge en probabilité et que Y, converge dans L'. Montrer que X,, converge dans L'.

Corrigeé :

Il suffit de montrer que (X,,) e$t uniformément intégrable. A cet effet, on écrit pour A>o:

E[X,1x,54] < E[Yily,54],

d’ou
limsuplimsupE [Xn:H-Xn>A] <limsuplimsupE [YnﬂYn>A] =o,
A—oc0 n—00 B A—o0 n—o0 -
car Y, converge dans L' et donc e$t uniformément intégrable. O

* ok %

‘Exercice 2. Soient p,q > 1 tels que 1/p + 1/q = 1. Soit X € L1(Q, A, P) et soit (Y;);e; une famille de
variables aléatoires bornée dans L (c’est-a-dire sup;; [E [1Y;[P]P < c0). Démontrer que la famille (XY;);¢;
e$t uniformément intégrable.

Corrigé :
Premiére solution. On utilise la caraétérisation € — 6 de 'uniforme continuité. Tout d’abord la famille
(XY;);cr €St bornée dans L', puisqu’en vertu de 1'inégalité de Holder :

E[|XYi]] < E[X1]Y9E[Y;[P]"/?

et que (Y;);¢; eSt bornée dans LP.

Ensuite, soit € > o. Puisque X7 € L', la famille {X7} e§t intégrable. Il existe donc 6 > o tel que
IP(A) < 6 implique E[X914] <e1/C?ou C =sup, E [|Y1-|p]1/p. Par inégalité de Holder on a alors pour
toutiel:

E[|IXY;|14] < E[X|"La] T E[[V;P]7? <&,

d’ou le résultat.
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Deuxiéme solution. Soit i € [. On commence par utiliser I'inégalité ab < a?/p + b9/g pour a,b >0 :

E[IXYil1xy,>a] < EIXY;|1xp0/q41v,1p/p>A]
< E[XYi|(Uxj9/g5a75 + Ly, p/p>ar)]
= E[|Y;IX|Tx9/q5 /2] + BIXIYil Ly, 1/p> 472 ]
Pour controéler le premier terme, on utilise I'inégalité de Holder :

1/q
E[|YillX|Tx/g5a7] < 1E[|Yz‘|p]1/pIE[|X|q]1|x|‘7/q>A/2]

Le premier terme est borné uniformément en i et le deuxiéme terme tend vers o par convergence
dominée car X € L1(Q), A, P).
Le controle de E[|X||Y;[1}y,p/p>a/-] €St un peu plus délicat. Pour R > o on écrit en utilisant

I'inégalité d’Holder
E(IXYilLy,p/p>ar2) < RE(Yi|Lyy,p/psas.) + E(IXYilLixsr) < RE( Y|y, 1p/p5a75) + IXLixsrllgl Yillp-
Puisque la famille (Y;);c; est uniformément intégrable et bornée dans L?, on a

sup E(IXYi|Ly,p/p>as2) < Rsup B(|Y | Ly psa7) +HIX Lxpsrllg sup 1 Yill, -

iel iel i€l
\_\/_._./
—o0 quand A — oo <oo
Enfin, comme précédemment,
X1 — 0
IX 1 xp>rllg Pand
par convergence dominée. Ceci conclut. O

* % %

‘Exercice 3. Soit E un espace veltoriel normé séparable, n > 2 un entier et (X;), <;<, des variables i.i.d.
(1) On suppose que la v.a. X, e$t tendue. Montrer que la v.a. X, +--- + X, e$t tendue.

(2) Laréciproque est-elle vraie? Justifiez votre réponse.

Corrige :

(1) Soit € > o0 et K compacét de E tel que P(X; € K) > 1 —&/n. Soit

o E" — E
(Xq,ee0rXy) B> X 4+ X,

’

continue. Alors en notant K, = ®(KxKx---xK), compact comme image continue d'un compact
on a
n n €
P(X, +---X, ¢ K,) <P (31 SiSn:XieK)SZIP(X,-eK)SZ;:e,

i=1 i=1
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de sorte que P (X, +---X,, € K,;) > 1 — ¢, d’ou le résultat.

(2) Laréponse est oui. Pour cela, il suffit de démontrer que si X et Y sont deux variables aléatoires

indépendantes telles que X +Y e$t tendue, alors X et Y sont tendues. Le résultat voulu découle
alors par récurrence.

A cet effet, soit ¢ > 0 et K compact tel que P(X +Y € K) > 1 —e. Notons Py et Py les lois
respectives de X et Y de sorte que par Fubini

1—-¢< L . Ig(x+v)Px(dx)Py(dy) = LH)Y(K — x)Px(dx).

I1 s’ensuit qu’il existe x € E tel que Py (K —x) > 1 — ¢. Puisque K — x e§t compact comme image
d’un compa& par 'application z — z — x, ceci montre que Y e$t tendue, et par symétrie X I'est
également. Ceci conclut.

O

* ok %

‘Exercice 4. Soit (E,d) un espace métrique polonais. On munit I'ensemble M, (E) des mesures de proba-
bilité sur E de la diStance de Lévy-Prokhorov d; p. Soit (M,,),,», une suite de variables aléatoires a valeurs
dans M, (E).

(1) Soit M une variable aléatoire a valeurs dans M, (E). Montrer que les propriétés suivantes sont

~

équivalentes :

(a) dyp(M,,, M) — o en probabilité.

(b) pour toute fonction continue bornée f : E - Rona ffdMn — ffdM en probabilité.

(c) pour tout extraction ¢ il existe un extraction 1 telle que presque stirement My (,) converge
vers M dans (M, (E),dyp).

On pourra utiliser le fait suivant (porisme de la preuve du deuxiéme point de la derniere propo-

sition dans les compléments du cours 3) : il existe un ensemble dénombrable F c C,(E, R) tel que
pour tout u € M, (E) et pour tout € > o, il exi$te f,,..., fx € F et 0 > o tels que

{veMl(E):'Jﬁdv—fﬁdy‘ < O pour tout 1 SiSK} C B(p,¢),

ou B(y, €) désigne la boule ouverte dans M, (E) centrée en u et de rayon ¢ pour dyp.

Soit p € M, (E) une mesure de probabilité (déterministe). Conditionnellement a M,,, soient IT},
et IT> deux variables aléatoires indépendantes de loi M,, (c’est-a-dire que E|[f(I1},)|M,] = jE fdMm,,
pour toute fonétion mesurable positive f). On suppose que (IT;,,IT) converge en loi lorsque n — oo
vers (IT',I1?), ou IT* et IT* sont deux variables aléatoires indépendantes de loi u. Démontrer que
dyp(M,, p) — o en probabilité.

Corrigé :

(1) L’équivalence entre (a) et (c) provient du fait général que X,, — X en probabilité si et seulement

si de toute sous-suite on peut extraire une sous-sous-suite qui converge p.s. vers X.
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Montrons que (c) implique (b). Soit f : E — IR continue bornée. Il suffit de montrer que pour
tout extraction ¢ il exi$te une extraction i telle que IfdM(pOlP(?l) — jfdM presque stirement.
Soit ¢ extraction. Par (c), soit i extraction telle que presque strement M.y, converge vers M
dans (M, (E),dpp). L'espace métrique E étant polonais, la convergence au sens de d; p implique
la convergence étroite, et donc presque sirement M,y (n) converge étroitement vers M et donc
ffdM¢o¢(n) — ffdM presque sirement.

Montrons finalement (b) implique (a). Soit ¢ extration. On montre qu’il existe une ex-
traction 1 telle que presque stirement dpp(Moy(n), M) — 0. Tout d’abord, pour toute fonction
feF,ona ffdM(i,(n) — ffdM en probabilité, de sorte qu’il existe une extraction i telle que
f fdMpo(n) — f fdM presque sirement. Comme F eS§t dénombrable, par extraction diagonale,
il exi$te une extraction 1 telle que

presque stirement, Vf € f,jfdM¢o¢(n) —> ffdM (1)
n—-o00

Vérifions que presque strement dyp(Mgoy(n), M) — 0. Soit € > o. D’apres le rappel, il existe
fireeor fk € F et 0> o tels que

{veMl(E) : 'jﬁdv—jﬁdM' < & pour tout 1 SisK} C B(M, ).

© ATTENTION. Ici fi,-.-, fx sont aléatoires.

Par (1), presque sirement, pour n assez grand on a

[t [ ran

pour tout 1 <i < K. Il s’ensuit que presque stirement, pour # assez grand on a d p(M
¢, et le résultat s’ensuit.

<o

pop(ny M) <

D’apres (1), il suffit de montrer que pour toute fonétion continue bornée f : E — R on a

ffdMn — dey en probabilité. Pour cela, I’idée est d’utiliser une technique de second mo-
ment en montrant que

1EdeMn] — ffd/u et Var(ffdMn) — o, (2)

et le résultat s’ensuivra par Bienaymé-Chebyshev.

Pour la premiére convergence, on remarque que par définition de I'l; on a

n—-o00

1‘Edean]=IE[FE[f(H}q)IZVIn]]=1E[f(1111)] — IE[f(Hl)]=jfdﬂ:

ou la convergence provient du fait que I}, converge en loi vers IT*, qui a pour loi .
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Pour la seconde convergence, en utilisant le fait que E[f (I1},)|M,,] = E[f (I1})IM,] = IE fdM,,
on a

El(ffdMn) l = E[E[f (TL)IM, ] E[f (TT)IM,]] = E[f (IT,) f (TT;)IM,] = E[ £ (TT,,) f (IT3)],

ou l'avant-derniere égalité provient du fait que IT; et IT? sont indépendants conditionnelle-
ment a M,,. Ainsi, par hypothése de convergence en loi,

([ ram) | = v sramsen-( [ o)

ce qui conclut.

Remarque. La premiére question est inspirée de la Proposition 2.2 de cet article et la deuxiéme ques-
tion provient du Lemma 3.1 dans cet article. O

* ok %

Petit probléme 5. Soit (E;);», des variables aléatoires exponentielles indépendantes de paramétre 1. On
pose S, =oetS;=E, +---+E; pour i > 1. Pour t > o on pose P(t) = Card{i > 1: S; < t}, de sorte que P est
un processus de Poisson de parametre 1.

Premieére partie.

P(un) p.s.
(1) Montrer que pour tout T >oona sup -u| — o
OSUST n—-o00

(2) ES$t-il vrai que sup

u>o

—  0? Justifiez votre réponse.
n—o0

P(un) u‘ p.s.

Deuxiéme partie. Soit (Y,),>,; une suite de variables aléatoires a valeurs dans C(R,,R), muni de la
norme de la convergence uniforme sur tout compact. On suppose qu’il exi$te une variable aléatoire Y €
C(R,, R) telle que pour tout T > o, (Y,(t): 0 <t < T) converge en loi vers (Y(t): 0 <t < T) dans C([o, T|,R)
lorsque n — oo.

(3) Démontrer que pour tout T > o la convergence suivante a lieu en probabilité

sup Yn(P in) )—Ynu)

o<t<T n

(IP)
—> 0.

n—-o0

Troisiéme partie. Soient T > o, f: R — R, une fon&tion lipschitzienne et z, € R, .

(4) JuStifier que 1’équation différentielle z'(t) = B(z(t)) avec z(o) = z, admet une unique solution sur
[0, T], qui sera notée z dans la suite.

Pour n > 1, on fixe Z,,(0) € R et on suppose que (Z,(t))o<t<1 Vérifie pour touto<t<T:

Z,(t)=2Z,(0)+ P(njtﬁ (Z”T(S))ds),

On pose Z,(t) = Z,(t)/n et on suppose que Z, (o) — z, lorsque 1 — co.


http://www.cmap.polytechnique.fr/~kortchemski/M2/
igor.kortchemski@polytechnique.edu
https://doi.org/10.4171/JEMS/1174
https://doi.org/10.1214/17-EJP47

Théoremes limites et applications — M2 Maths de l’aléatoire 2023-2024

Igor Kortchemski — igor . kortchemski@olytechnique.edu
Page du cours : http://www.cmap.polytechnique.fr/-kortchemski/Mz2/

(5) Montrer que
p.s.

sup |Z,(t)-z(t)) — o.
o<t<T n—o00
Indication. On pourra utiliser le lemme de Gronwall.
Corrigé :
(1) On commence par montrer que
P(t) p.s.
& o * G

Il est clair que P(t) — oo lorsque t — oo car P eét croissante et P(S,) = n. On remarque que Sp(;) <
t < Sp(t)+1. Soit € > o. D’apres la loi des grands nombres, il exiSte N > o tel que pour n > N on a
|S,/n—1]| < €. Alors pour t assez grand pour que P(f)> N on a

(1—€)P(t) < Sp(r) <t <Spt)41 < (1 +&)(P(f) +1).

Il s’ensuit que

et (3) en découle.

Revenons maintenant a la question initiale. En utilisant (3), soient € > o et N > o tels que |P(t)/t -
1| < & pour t > N. On a alors

P(un) P(un) P(un)
sup —ul < sup u —1|+ sup u -1
osusT! 1 o<u<N/n un N/n<u<T un
N p P
< — sup (u)—1 + T sup (u)_
M o<u<N u>N1 U
N p
< — sup (1) -1|+Te.
M o<u<N

Le premier terme tend presque strement vers o quand n — oo, d’ou le résultat.
(2) Par définition, on remarque que pour u = Sg/non a

'P(un) —u‘ _

n

K Sk

n n

ISk — K|

" .

Soit Ag I’événement {|Sx — K| > VK}. Alors I’événement

limsup Ak = m UAk

K nzok>n
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appartient a la tribu queue de (E;);>,; et sa probabilité vaut donc o ou 1 d’apres la loi de o-1 de
Kolmogorov. Mais
U

k>n

> limsup P (Ag)

k—o0

(hmsupAK) = hm P
K

D’apreés le théoréme central limite, IP (Ax) — 1/2 lorsque k — co. On en déduit que P (limsupy Ag) =
1. Donc presque sirement pour une infinité de valeurs de K on a |Sg — K| > VK. Donc presque

sirement
VK

n

A%

sup P(un)

u=o

pour une infinité de valeurs de K. Donc presque stirement le sup vaut +oo.
(3) Ceci provient essentiellement de la continuité de 'application

® : CR,R)xC(o,TR,) — C([o, T}, Ry)
(f,8) = (f(g(t):0<t<T).

Cependant (P(tn)/n),<;< n'est pas continue, donc il faut faire un peu attention.
Soient ¢,1 > 0. Pour f € C(R,,R) et t > 0 posons

wr(f,0)= sup  |f(s)=f(t)l

|s—t|<6,0<s,t<L

= o,k

Par continuité de Y, on a w,7(Y,9) — o quand o — o. On peut donc choisir 0 > o tel que
P(w,r(Y,0)21)<¢

Par continuité de f +— w,7(f,9), w,7(Y,, ) converge en loi vers w,7(Y,5). On en déduit que pour n
assez grand,
P(w,7(Yy,, 0) > 1) < 2¢.

Notons

A, = sup

o<t<T

P(tn) —t'.

D’apres la question (1), on a A,, — o presque sirement. En particulier, pour n assez grand

IP(P(TH) < 2T) >1—-¢
et presque stiirement A, < 6 pour n assez grand.
Alors on a
P(t P(T
IP( sup Yn( (nn))_ Y, (1) > 11) < ]P( (nn) > 2T) +P(w,7(Yy,Ay) 21) <e+P(w,p(Y,,Ay) =>1).
o<t<T

Par ailleurs
P(w(Y,,Ay) 2 1) <P(w(Y,,0)2n)+P(A, >0)<2e+P(A,>9).
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Or quand n > oo onaP(A, >0) - ocar A, — o p.s. On en déduit que

P(tn)
Yﬁ( n )"y%(”

217)£38,

n—00 o<t<T

limsupIP ( sup

ce qui conclut.
(4) Ceci provient du théoreme de Cauchy-Lipschitz global (B est lipschitzienne).

(5) Premiere étape. Vérifions d’abord que que presque siirement, il existe K > o tel que |Z,(t)| < K pour
touto<t<T.
D’apres la que$tion (1), presque stirement il existe deux constantes a,b > o telles que P(t) < a+ bt
pour tout t > o. Par ailleurs, comme f est lipschitzienne, il exi$te deux constants A, B > o telles que
|B(z)| < A + Blz| pour z € R. Alors pour o <t < T, par définition de Z,, :

t t
Z(E) < 1Zu(o) + = + bL B(Z,(s))ds <1Z,(0)|+ = + bL (A+ BIZ,(s)ds.

On en déduit que
t
1Z,(6)] < 1Z,,(0)] + % L DAT + BJ 1Z,.(s)|ds.

D’aprés le lemme de Gronwall, il en découle que pour touto <t <T.
|1Z,,(t)] < (lZn(o)l + % + bAT)eBT.

Comme |Z,,(0)| converge lorsque n — oo, la quantité de droite e§t bornée, ce qui conclut la premiére
étape.

Deuxieme étape. On montre que presque sirement il existe M > o et L > o tels que pour tout
telo,T]ona

1Z,(t) = 2(1)] <1Z,(0) = 2| + sup ~[P(nMs)| + th |Z,1(s) = z(s)lds

0<s<t

oli on a posé P(t) = P(t) —t.
En utilisant le fait que z(t) =z, + jotﬁ(z(s))ds, on écrit

t t t
Zn(t)—z(t):Zn(o)—zo-i-%p(nf ﬁ(Zn(s))ds)—(f ﬁ(z(s))ds—f ﬁ(z‘n(s))ds).

Soit L > o une cons$tante de Lipschitz pour g et M > o tel que |B(x)| < M pour tout o < x < K. Alors
pouro<t<T:

1Z,(t) = 2(1)] < |Z,(0) = 2ol + sup ~[P(nMs)|+ th |Z,4(s) = z(s)|ds.

0<s<t

Ceci conclut la deuxieme étape.
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Troisiéme étape. D’apres le lemme de Gronwall, pour tout ¢t € [0,T] on a

Zo(t) - 2(1)] < (|Zn<o> 2]+ sup ilﬁ(nKsn)er.

0<s<t

Donc
sup |Z,(t) — =(1) s(|2n<o>—z0|+ sup 1|13<nMs>|)e”,

o<t<T 0<s<T

qui tend presque stirement vers o par hypothése et grace a la question (1).

Remarque. Ce probléme est inspiré du Theorem 5.2 de 'ouvrage Stochastic Epidemic Models and
Their Statistical Analysis (Andersson & Britton).
a
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