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Devoir maison

À rendre individuellement le mardi  novembre (rendu papier ou rendu éle�ronique). Les que
ions ne sont
pas classées par ordre croissant de difficulté.

Exercice .

Pour x = (x,x, . . .) ∈RN
∗
, on note sup(x) = supi≥xi .

() Soit X,X,X, . . . des variables aléatoires à valeurs dans R
N (muni de la tribu et de la di
ance

définies dans le cours ) telles que Xn⇒ X. Alexandra dit : on a alors sup(Xn)⇒ sup(X). A-t-elle
raison ? Ju
ifiez votre réponse.

() On considère ` = {x ∈ RN :
∑∞
i= |xi | <∞}, muni de la di
ance d(x,y) =

∑∞
i= |xi − yi | et de la tribu

borélienne associée. Soit X,X,X, . . . des variables aléatoires à valeurs dans ` telles que Xn⇒ X.
Béatrice dit : on a alors sup(Xn)⇒ sup(X). A-t-elle raison? Ju
ifiez votre réponse.

Exercice .

Soit (E,d) un espace métrique et notons dLP la di
ance de Lévy-Prokhorov sur E.

() Montrer que
dLP (µ,ν) = inf{r >  : ∀F fermé de E,µ(F) ≤ ν(Fr) + r}

où Fr = {x ∈ E : d(x,F) < r}.
() Que se passe-t-il si on remplace “fermé” par “ouvert”? Autrement dit, a-t-on

dLP (µ,ν) = inf{r >  : ∀O ouvert de E,µ(O) ≤ ν(Or) + r}?

Exercice .

Soit µ une mesure de probabilité tendue sur un espace métrique (E,d). Montrer qu’il exi
e un borélien
A ⊂ E avec (A,d) séparable et µ(A) = .

Exercice .

Soit (E,d) un espace métrique et (xn)n≥ une suite à valeurs dans E. On suppose que (δxn)n≥ converge
en loi vers une variable aléatoire X. Que dire de X ?

Exercice .

Considérons une suite (En,dn)n≥ d’espaces métriques munis de leurs tribus boréliennes. Pour tout
n ≥ , soit µn une mesure de probabilité sur En, et (Xn(k))k≥ une suite de variables aléatoires i.i.d. à
valeurs dans En de loi µn.


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On noteM∞(R) = R
N
∗×N∗ = {(ai,j)i,j≥ : ai,j ∈R pour i, j ≥ } l’ensemble des matrices réelles “infinies”,

muni de la di
ance

d
(
(ai,j)i,j≥, (bi,j)i,j≥

)
=
∞∑
i,j=

|ai,j − bi,j |
|ai,j − bi,j |+ 

× 
i+j

et de sa tribu borélienne associée.
Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la suite
(
(dn(Xn(i),Xn(j))i,j≥

)
n≥

e
 tendue dansM∞(R) ;

(ii) la suite (dn(Xn(),Xn()))n≥ e
 tendue dans R ;

(iii) pour tout n ≥ , il exi
e xn ∈ En tel que la suite (dn(xn,Xn()))n≥ e
 tendue dans R.

Exercice .

Soit (Xi)i≥ des variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans C([,]), l’espace des fon�ions continues de
[,] dans R muni de la norme uniforme. On suppose qu’il exi
e C,ε >  tels que

∀ ≤ s, t ≤ , E[(X(s)−X(t))] ≤ C|s − t|+ε, ∀ ≤ s ≤ , E[X(s)] =  et E[X(s)
] <∞.

On pose

Zn =
X +X + · · ·+Xn√

n
.

() Pour  ≤ s, t ≤ , calculer E[(Zn(s)−Zn(t))].

() Montrer que (Zn)n≥ converge en loi dans C([,]).

Petit problème.

On considère U = ∪∞n=(N
∗)n, où (N∗) = {∅} par convention. Un élément u ∈ U e
 ainsi une suite

finie d’entiers 
ri�ement positifs, appelé aussi mot. Si u ∈ (N∗)n, on note |u| = n sa longueur. On définit
∂U = (N∗)N

∗
et on pose U = U∪ ∂U. Pour u ∈U et v ∈U, on note uv la concaténation de u et de v (en

particulier ∅u = u∅ pour tout mot u), et on note u � uv.
Pour u,v ∈ U avec u , v, on note u ∧ v ∈ U le plus long mot pour lequel il exi
e x,y ∈ U tels que

u = (u ∧ v)x et v = (u ∧ v)y. On pose enfin u ∧u = u.

() On définit pour u,v ∈U :

d(u,v) =

 si u = v,

e−|u∧v| sinon.

Montrer que d e
 une di
ance sur U qui vérifie d(u,w) ≤max(d(u,v),d(v,w)) pour tous u,v,w ∈U
et qui rend cet espace polonais.

() Montrer que dans U les boules ouvertes sont fermées.

() Pour u ∈ U, on note T (u) = {uv : v ∈ U}. Soit (µn)n≥ une suite de mesure de probabilités sur U

muni de sa tribu borélienne. Montrer que (µ)n≥ converge étroitement vers une mesure de proba-
bilité µ sur U si et seulement si pour tout u ∈U,

µn({u})→ µ({u}) et µn(T (u))→ µ(T (u)).


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