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Devoir maison

A rendre individuellement le vendredi 6 novembre a 14h (rendu papier ou rendu életronique). Les questions
ne sont pas classées par ordre croissant de difficulté.

Exercice 1.

Soit (X,,),>, une suite de variables aléatoires réelles intégrables sur le méme espace de probabilité.

(1) Montrer que si pour toute extraction ¢ il existe une extraction ¥ telle que (Xyoy(n))n=: converge
dans L,, alors (X,,)>; est uniformément intégrable.

(2) La réciproque est-elle vraie?

Exercice 2.

Soit (X,,),>; une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace de probabilité (Q2, F,P) et a
valeurs dans un espace polonais (E, d).

(1) (a) Montrer que si la suite (X,,),», converge en loi, alors pour toute extraction ¢, pour presque tout
w € () il exi$te une extraction ¢, telle que la suite (Xy(y, (n)(@))nz, cOnverge.

(b) La réciproque est-elle vraie?

(2) On suppose que la suite (X,,),>, e$t a valeurs dans un compact K et que les variables aléatoires
(X,)n>, sont indépendantes. Montrer qu’il exiSte un élement (déterministe) x € K tel que pour
presque tout w € (, il existe une extraction ¢,, telle que la suite (X (4)(@)),», converge vers x.

(3) Est-il vrai que si la suite (X,,),», converge en loi, alors pour toute extraction ¢, il exi$te une extrac-
tion ¢ telle que la suite (Xy(y(n)))u>1 converge presque strement?

Probléme

Dans tout le probleme, il e$t possible d’admettre le résultat d’une question pour l'utiliser dans une question
ultérieure.

Premiére partie. Si p et v sont deux mesures de probabilité sur un espace métrique E muni de sa tribu
borélienne B(E), leur distance en variation totale est définie par

dyr(p,v) = sup |u(A)—v(A)l.
AeB(E)

(1) Montrer que si dyr(p,, p) — o, alors p, = p. La réciproque est-elle vraie?

(2) Soit p une mesure finie sur (E, B(E)) telle que u et v soient absolument continues par rapport a p.

Jhdp f hdp‘).
A A°

Onnotef:Z—getg:‘;—;,/\:/u—veth:f—g.

(a) Montrer que pour tout A€ B(E)on a |A(A)| = %( +
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(b) Montrer que dyr(p,v) = %J |f —gldp.
E
(3) Montrer que
dyr(pv) = %sup{ly(P) —v(F)|: F: E —> R, mesurable, ||f|, < 1}.

Dans la suite, (E,d) e$t un espace polonais et M, (E) est muni de la topologie de la convergence étroite
(par exemple avec la distance d;p) qui en fait un espace polonais.

Deuxiéme partie.

(4) Montrer qu’'un ensemble A C M, (M, (E)) et tendu si et seulement si pour tout € > o, il existe un
compact K C E tel que
VIl e A, IT({p € M,(E): u(K) > ¢}) <e.

Soit (X;);>, des variables aléatoires a valeurs dans E. On dit que le ve&teur (X,,..., X,,) eSt échangeable si
pour toute bijection f : {1,2,...,n} = {1,2,...,n} les vecteurs (X,,..., X;)) et (Xf(;),..., X(»)) ont méme loi.

n
1
Mn = E kZéXk
=1

Vérifier que M,, est bien une variable aléatoire (c’est-a-dire (M, (E), B(M,(E))) mesurable) et mon-
trer que la suite (M,,),>; est tendue.

(5) On pose

Troisiéme partie. Pour une suite x = (x;);>, a valeurs dans E, on considére les mesures

n n
1 (n—k)!
,”n,k(x) = E Z 63‘1‘1 ..... Xi Vn,k(x) = l Z 5(xi1 ..... Xip)
il,...,ik=1 il,u.,ik:l
#Hiyir )=k
sur EX.
(6) Montrer que
2k(k—1)
dVT(I"n,k(x)’ Vn,k(x)) < "

Quatrieme partie. Soit (X;);», des variables aléatoires a valeurs dans E. On suppose qu’elles sont
échangeables, c’e§t-a-dire que pour toute bijection f : IN* — IN” telle que #{k > 1 : f(k) # k} < oo les
deux suites (X;);>, et (Xf(j))i», ont méme loi.

Soit fl,...,fk c Cb(E)

(7) Montrer que

— O.
n—-oo

LX)+ 0] B [ vt [ fian|
(8) Montrer qu’il existe une variable aléatoire M a valeurs dans M, (E) telle que pour tout k > 1,
LX)+ i) =B [ vt [ fam]|

Ainsi, il exi$te une mesure aléatoire M telle que conditionnellement & M, les variables aléatoires (X;);>,
sont i.i.d. de loi M (c’est le théoréme de De Finetti)
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