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Devoir maison

A rendre individuellement le vendredi 6 novembre a 14h (rendu papier ou rendu életronique). Les questions
ne sont pas classées par ordre croissant de difficulte.

Exercice 1.

Soit (X,),>, une suite de variables aléatoires réelles intégrables sur le méme espace de probabilité.

(1) Montrer que si pour toute extraction ¢ il existe une extraction ¢ telle que (Xgoy(n))n=: converge
dans L,, alors (X,,)>; est uniformément intégrable.

(2) La réciproque est-elle vraie?

Corrigé :

(1) Raisonnons par ’absurde en supposant que (X,,),>, n'est pas uniformément intégrable. Alors
il existe € > o et une suite x,, — oo telle que pour tout n > 1,

supIE[lXi|IL|Xi|an] > &

i>1

Ainsi, il exiSte une extraction ¢ telle que pour tout n > 1,

IE[|X¢(n)|]1|x(,)(n)|2xn] > e. "

Considérons une extraction ¢ telle que la suite (X4 (y(n)))n>1 converge dans L,. Alors d’apres le
cours la suite (X (yp(n)))n=1 est uniformément intégrable, ce qui contredit (1).

(2) Non. Soit (X,,),,>; une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli de parametre 1/2.
Etant une suite de variables aléatoires bornées par 1, elle est bien uniformément intégrable.
Par l'absurde, supposons l’existence d’une extraction W telle que la suite (Xy;)),», converge
dans L,. Alors cette suite est de Cauchy dans L,. Or pour p #q :

1
IEHXIP(P) _le(q)” = IP(le(p) * Xll)(q)) = 5

Absurde.

Exercice 2.

Soit (X,,),>, une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace de probabilité (Q3, F,P) et a
valeurs dans un espace polonais (E, d).

(1) (a) Montrer que si la suite (X,,),», converge en loi, alors pour toute extraction ¢, pour presque tout
w € () il exi$te une extraction ¢, telle que la suite (Xy(y, (n)(@))nz, converge.

w
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(b) La réciproque est-elle vraie?

(2) On suppose que la suite (X,,),>, e$t a valeurs dans un compact K et que les variables aléatoires
(X,)n>: sont indépendantes. Montrer qu’il exiSte un élement (déterministe) x € K tel que pour
presque tout w € (), il exiSte une extraction ¢, telle que la suite (X (n)(w)),», converge vers x.

(3) E$t-il vrai que si la suite (X,,),», converge en loi, alors pour toute extraction ¢, il exi$te une extrac-
tion ¢ telle que la suite (Xy(y(n)))u>1 converge presque strement?

Corrigé :

(1) (a) Quitte a travailler avec Xy, a la place de X, on peut supposer que ¢ eét Iidentité. On
va montrer que presque sirement, (X,),>, prend une infinité de fois ses valeurs dans un
compact.

Etape 1. D’apres le théoréme de Prokhorov, la suite (X,,),>, e§t tendue. Pour tout i > 1, il
exis$te donc un compact K; tel que

infP(X, eK;)>1—- .

n>1 1

Sans perte de généralité, on peut supposer que la suite (K;);>, est croissante. Vérifions que
P(VM >1,di,>1,Vi>1,i >i, = X; & Ky) =o. (2)
Pour cela, remarquons que

VM >1,3i,>1,¥Vi>1,i>i, = X; 2Ky} = ﬂ U ﬂ{xi ¢ Kyl

M>1i,>11>i,

Remarquons que la premiere intersection est décroissante et que la seconde union est crois-
sante. Ainsi,

P(YM >1,3i,>1,Yi>1,i 2i; = X;€Ky)= lim lim P ﬂ{XieKM} .
—001,—>00 L
121,

1
P D{Xi ¢ Ky} | <P(X;, € Ky) < o
121,
Ceci démontre (2).
Etape 2. Ainsi, presque stirement, il existe M > 1 tel que la suite (X,,),», prend une infi-
nité de valeurs dans le compact K. Le résultat désiré en découle d’apres le théoreme de

Bolzano-Weier$trass.

(b) C’est vrai si Card(E) < 1. C’e$t faux sinon : si x,y € E avec x # p, on prend par exemple
X, = x si n e$t pair et X,, =y si n e$t impair.
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(2) On recouvre le compact K par un nombre fini de boules ouvertes de rayon 1/2. Alors presque
stirement, il existe alors un compact de la forme K, = B, (x,,1) N K et une extraction P, o, telle
que Xy () € B,(x,,1) pour tout n > 1. Par récurrence, on construit une suite décroissante
(déterministe) de compacdts (K,),>, tels que K, e§t contenu dans une boule de rayon 1/2"*
et des extractions (¢,,,)n>; telles que pour tout k > 1 et tout n > 1, Xy ooy, (n) € Bk- La
suite (K,;),,>, eSt une suite décroissante de fermés dont le diametre tend vers o dans un espace
complet : d’apres le théoréme des fermés emboités il existe donc x € K tel que

ﬂKn = (x].

n>1

Par procédé diagonal, en posant ¢ (1) =, , 00 P, ,,(1), on en déduit que presque stirement
la suite (X (n)(@))n>, converge vers x.

(3) Rappelons que X,, converge en probabilité vers X si et seulement si de toute sous-suite on peut
ré-extraire une sous-suite qui converge presque sirement vers X, et que la convergence en loi
et la convergence en probabilité vers une constante sont équivalentes.

En particulier, la réponse a la question e$t affirmative si (X,,),», converge en loi vers une
constante.

Elle eSt négative sinon. En effet, considérons une variable aléatoire X dont la loi n’est pas une
masse de Dirac et soient (X,,),>, des variables i.i.d. de méme loi que X. Ainsi, la suite (X,,),>,
converge en loi vers X. Raisonnons par 'absurde en supposant qu’il existe une extraction
telle que la suite (Xy(;))u>, converge presque sirement vers une variable aléatoire notée Y.
Pour simplifier les notations, posons Y, = Xy(,). Alors a fortiori (Y,),», converge en loi vers Y,
donc X et Y ont méme loi, notée p.

Vérifions que si K est un compact tel que u(K) > o, alors y(K) = 1. Pour raisonnons par
I’absurde en supposant y(K¢) < 1. Par régularité et tension de la loi de X, on a

(K°) =sup{u(C): C c K et C compall}.

I1 exi$te donc un compact C tel que KN C = @ et p(C) > o. Mais alors

ZIP(Yn € K) = oo, ZIP(YH € C) = .
n=1 n=1

Les variables aléatoires (Y,,) étant indépendantes, on en déduit que presque sirement Y, ap-
partient a K une infinité de fois et a C une infinité de fois, ce qui contredit le fait que Y,
converge presque sirement car CNK = @.

Comme dans la que$tion précédente, on construit une suite décroissante de compacts
dont le diameétre tend vers o et dont la g-mesure vaut 1. En notant {x} leur intersection, on en
déduit que p({x}) = 1, ce qui contredit le fait que X et non constante.
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Probléme

Dans tout le probleme, il e$t possible d’admettre le résultat d’une question pour lutiliser dans une question

ultérieure.

Premiére partie. Si y et v sont deux mesures de probabilité sur un espace métrique E muni de sa tribu
borélienne B(E), leur distance en variation totale est définie par

dyr(p,v) = sup [u(A)-v(A)l.
AeB(E)
(1) Montrer que si dyr(p,, ) — o, alors u,, = p. La réciproque est-elle vraie?
(2) Soit p une mesure ﬁnie sur (E, B(E)) telle que p et v soient absolument continues par rapport a p.

Onnotef_dpetg ,A=p—veth=f-g

hdp‘).
AC

(a) Montrer que pour tout A€ B(E) ona |A(A)| = %(

(b) Montrer que dyr(¢, v f If —gldp.

(3) Montrer que
dyr(pv) = ésup{ly(F) —v(F)|: F: E > R, mesurable,||F||, < 1}.

Corrige :

(1) Sidyr(pn p) — o, a fortiori p,(A) — pu(A) pour tout borélien A € B(E) tel que pu(dA) = o, de
sorte que p, = p d’apres le théoreme de Porte-Manteau.

(2) (a) Puisque A(A)+ A(A°) =0 on en déduit que

hdp‘)
AC

=20+ = |

JA

(b) Tout d’abord,

-
< J hdp+ | [hldp < thldp,
A JAC

de sorte que

dyr(p,v f If - gldp.

Pour l'autre sens, on prend simplement A = {h > o} et on vérifie que

AN =2 | .
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(3) On prend p = p+v. Alors, si [|F|l, < 1:

H(F)—v(E)] = UP(f _g)dp| < fu:uf—gmp < f|f—g|dp = adyr(v),

ou la derniére égalité provient de la question précédente.

Pour l'autre inégalité, on remarque que si A€ B(E)et F=14—-1yc,0ona

HA) = V(A) = = (4(A) = V(A)) = (4(A) = V(A)D) =~ (u(F) - v(E)).
Ceci montre que

dyr(p,v) < %sup{llu(P) —v(F)|: F: E - R, mesurable,||F||o < 1}.

Dans la suite, (E,d) e§t un espace polonais et M, (E) e§t muni de la topologie de la convergence étroite
(par exemple avec la distance d;p) qui en fait un espace polonais.

Deuxiéme partie.

(4) Montrer qu’'un ensemble A C M, (M, (E)) et tendu si et seulement si pour tout € > o, il existe un
compact K C E tel que
VIl e A, IT({p € M,(E): u(K) > ¢}) <e.

Soit (X;);>, des variables aléatoires a valeurs dans E. On dit que le vetteur (X,,..., X,,) eSt échangeable si
pour toute bije&tion f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} les veéteurs (X,,..., X,,) et (Xf(l),...,Xf(n)) ont méme loi.

n
1 Z

1\/111 - Ek 6Xk'
=1

Vérifier que M,, et bien une variable aléatoire (c’est-a-dire (M, (E), B(M,(E))) mesurable) et mon-
trer que la suite (M,,),>, est tendue.

(5) On pose

Corrigé :

(4) Soit A C M, (M,(E)) une partie tendue. Soit ¢ > o. Par définition de la tension, il exi$te
un compact C de M, (E) tel que

supII(C%) <e.
ITeA

Puisque C e$t un compact de M, (E), C est tendu et donc il existe un compa&t K C E tel que

sup u(K°) <.
pueC
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Or {ppe M, (E): u(K) > ¢} c C°, ce qui montre que
VIl e A, IT({p € M, (E): u(K) > ¢}) <e.

Réciproquement, fixons ¢ > o et considérons un compa& K, tel que

supl"[({y e M,(E): u(K;) > in}) < in
ITeA 2 2

Posons alors

C= ﬂ{yeMl(E):/u(Kfl)< %}

n>1

On vérifie avec le théoréeme de porte-manteau que chacun des ensembles dans 'intersection
est fermé, de sorte que C e$t fermé. On conclut que C est compact d’apres le théoreme de
Prokhorov, car toute mesure de C e$t tendue.

Mais par construction
II(C)<e

pour tout Il € A, ce qui conclut.

(5) Pour tout 1 < k < n, 6x, et bien mesurable, comme composition des applications x 6, et
w — Xi(w), qui sont mesurables (la premiere par continuité, la seconde car Xj est une variable
aléatoire), ce qui qui montre que M, est bien mesurable.

Pour montrer que la suite (M,,),>, est tendue, d’apres la question précédente, pour tout
€ > o il s’agit de trouver un compact K C E tel que

P (M, (K°) > ¢) < €.
Mais d’apres 'inégalité de Markov, pour un compact K,
P (M, (K°) > &) < —~E[M, (K")]

Or par échangeabilité, [E[M,,(K¢]) = IP(X, € K°). Par tension de X, on peut trouver un compact
K tel que P(X; € K°) < ¢®. On a alors bien

IP(M,(K)>¢)<e.

Troisiéme partie. Pour une suite x = (x;);>, a valeurs dans E, on considére les mesures

n

; ‘ (n—Kk)!
,un,k(x)zy Z bxil ..... X’ Vn,k(x): l Z 5(xi1 ..... Xip)

il,.‘.,ik=1 i1r-~:ik:1
#iy,ip )=k

sur EX.


http://www.cmap.polytechnique.fr/~kortchemski/M2/
igor.kortchemski@polytechnique.edu

Théorémes limites et applications — M2 Maths de l’aléatoire 2020-2021

Page du cours : http://www.cmap.polytechnique.fr/-kortchemski/Mz2/ Igor Kortchemski — igor.kortchemski@polytechnique.edu

(6) Montrer que
2k(k—1)

dVT(I"n,k(x)’ Vn,k(x)) < "

Corrigé :

(6) Pour simplifier les notations, posons p = p, 1 (x) et v = v, x(x). Notons E, = {x,,...,x,}, de sorte
que les supports de u et v sont inclus dans EX. Considérons I’événement D c EX défini par

D={(vy,...,vx) €EX: #{v,,..., v} = k).
Pour A C EX, on écrit alors

[u(A) = v(A)l < |u(AN D) - v(AN D)+ u(A\D) + v(A\D).

D’une part
3 1 (n—k)! 1 (n—k)!| n!
D’autre part,
n!
A\D)<1-u(D)=1———.
H(A\D) u(D) ok
Enfin, v(A\D) = 0. On conclut en écrivant
! = ( k—ly (k— 1)k
() () e
(n—k)inf o n n n

O

Quatrieme partie. Soit (X;);», des variables aléatoires a valeurs dans E. On suppose qu’elles sont
échangeables, c’e§t-a-dire que pour toute bijection f : IN* — IN” telle que #{k > 1 : f(k) # k} < oo les
deux suites (X;);»>, et (Xf(j))i», ont méme loi.

Soit f,,..., fr € Cy(E).

(7) Montrer que

— O.
n—-o0

L k- fiko) - | [ fan - | fam, |
(8) Montrer qu’il exi$te une variable aléatoire M a valeurs dans M, (E) telle que pour tout k > 1,
E[£,(X,)-- f(X)] = IEUfldM---jfde].

Ainsi, il exi$te une mesure aléatoire M telle que conditionnellement & M, les variables aléatoires (X;);>,
sont i.i.d. de loi M (c’est le théoréme de De Finetti)
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Corrigé :

(7) On remarque que

A0 ik = [ Fava0, | sty [ = [ Fdui0,

ou la premiere égalité provient de I’échangeabilité. D’apres la question (3),

k(k—1)
n

< [IFlleo

n—-oo

‘IE[ﬂ(Xl)---fk(Xk)] —IEUfldMn~~ffden]

(8) D’apres la question (5), la suite (M,),>; est tendue. Considérons une extraction ¢ telle que
M () converge en loi vers M dans M, (E). L'application

ML(E) — R
m — ffldm---ffkdm

est continue bornée car f,,..., fy € C,(E). On en déduit que

IEU fudMyp - J fde¢(H)l — U £.dM-. f fdel

Avec la question précédente, on conclut que

IE[f1<X1>---fk<xk>1:1EU M. J fdel.
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