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N 15éme siécle : chausses a la martingale

1534, Rabelais : « un pont-levis de cul pour plus aisément fienter »

AN 1939, Ville : martingale et systéme de jeu. Popularisé par Doob dans les
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> A € A estditps. siP(A)=1.
» X v.a. a valeurs dans E C R dénombrable, dans L1,
» Y v.a. a valeurs dans F dénombrable.
On pose Fy :={y € F: P(Y =y) > 0}.

— Définition. N
On note E[X | Y] la variable aléatoire ¢(Y) o la fonction ¢ est définie
comme suit. Pour y € F,

ool ZxP(szlY:y) siyeFy
Y) = § x€E

0 sinon.

J

\

Poury € F, ¢(y) peut étre vu comme |'espérance de X par rapport a la mesure
de probabilité P, définie par P, (A) = % pour A € A.
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Si X et Y sont indépendantes :
EX|Y] =E[X] p.s.

» [Propriété de sortie par indépendance]
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» [Convergence dans LP]

On dit que X,, converge dans LP vers X si

El X, —=XI[P] = 0.

AN Convergence p.s. implique convergence en probabilité.
@ Réciproque fausse : prendre X = 0, (X,,) indépendantes avec
PXn=1)=% PX,=0=1-21.

o
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On dit que X,, converge presque siirement vers X si

PX, = X)=P{w e O: X, (w) = X(w)}) =1.

> [Convergence en probabilité]

On dit que X,, converge en probabilité vers X si

P(| Xn —X|>¢) = 0.

» [Convergence dans LP]

On dit que X,, converge dans LP vers X si

Ell Xn —X[P1 =0

AN Convergence p.s. implique convergence en probabilité
AN~ Convergence LP implique E [X}] — E [XP], E[X,,[P] — E[X[P].
@ Reéciproque fausse : prendre X, (X,,) i.i.d..
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Modes de convergence de variables aléatoires

Soient (X;)n>1 et X des variables aléatoires réelles.

> [Convergence presque siire]

On dit que X,, converge presque siirement vers X si

PX, = X)=P{w e O: X, (w) = X(w)}) =1.

> [Convergence en probabilité]

On dit que X,, converge en probabilité vers X si

P(| Xn —X|>¢) = 0.

» [Convergence dans LP]

On dit que X,, converge dans LP vers X si

Ell Xn —X[P1 =0

AN Convergence p.s. implique convergence en probabilité
AN~ Convergence LP implique E [X}] — E [XP], E[X,,[P] — E[X[P].
N Convergence LP implique convergence en probabilité.
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Modes de convergence de variables aléatoires

Soient (X;)n>1 et X des variables aléatoires réelles.

> [Convergence presque siire]

On dit que X,, converge presque siirement vers X si

PX, = X)=P{w e O: X, (w) = X(w)}) =1.

> [Convergence en probabilité]

On dit que X,, converge en probabilité vers X si

P(| Xn —X|>¢) = 0.

» [Convergence dans LP]

On dit que X,, converge dans LP vers X si

Ell Xn —X[P1 =0

AN Convergence p.s. implique convergence en probabilité
AN~ Convergence LP implique E [X}] — E [XP], E[X,,[P] — E[X[P].
N Convergence LP implique convergence en probabilité.

@ Reéciproque fausse : prendre (X,,) i.i.d. indépendantes, p=1 X=1,
PXp=n)=1 P(X,=0=1-1
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Modes de convergence de variables aléatoires

Uniforme intégrabilité

» [De la convergence en probabilité a la convergence ']



Modes de convergence de variables aléatoires

Uniforme intégrabilité

» [De la convergence en probabilité a la convergence ']

— Théoréme. N

Soient X,,, X des variables aléatoires dans L!.

X, — X dans !
<

Xn — X en probabilité et (X;,)n>1 uniformément intégrable.
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Modes de convergence de variables aléatoires

Uniforme intégrabilité

» [De la convergence en probabilité a la convergence ']

— Théoréme. N

Soient X;,, X des variables aléatoires dans L!.

X, — X dans !
<

Xn — X en probabilité et (X;,)n>1 uniformément intégrable.

Définition.

(Xn)n>1 est uniformément intégrable si

supE [|Xn|]l|Xn|>M} M—> 0.

n>1 —00
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