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Historique Plan Espérance conditionelle discrète Modes de convergence de variables aléatoires

Martingales

y 18ème siècle : stratégie de jeu.

2007, Jérôme Kerviel : « J’ai découvert une martingale sur le contrat à terme
sur le Dax en jouant sur les horaires d’ouverture du marché ».

y Historiquement, stratégie de jeu “absurde” (doubler la mise jusqu’à ce que
l’on gagne).

« jouga a la martegalo » en provinçal

martegal / martegalo : habitant de Martigues

y 15ème siècle : chausses à la martingale

1534, Rabelais : « un pont-levis de cul pour plus aisément fienter »

y 1939, Ville : martingale et système de jeu. Popularisé par Doob dans les
années 1950.
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Plan

O. Rappels probabilistes
1). Espérance conditionnelle discrète
2). Modes de convergence

I. Martingales et premières propriétés
1). Définitions
2). Opérations sur les martingales

II. Temps d’arrêt, théorème d’arrêt
1). Définitions
2). Théorème d’arrêt
3). Application : arrêt optimal
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III. Convergence des sur/sous martingales
1). Convergence p.s.
2). Convergence dans Lp.
3). Exemple : processus de branchement.

IV. Inégalités de concentration
1). Inégalité maximale de Doob
2). Inégalités de concentration.
3). Application : nombre chromatique de graphes
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Rappels

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans un ensemble dénombrable E.

▶ X : (Ω,A,P) → E est une fonction ;
▶ la loi de X est la mesure de probabilité PX sur E définie par

PX(x) = P(X = x) = P ({ω ∈ Ω : X(ω) = x}) pour x ∈ E.

Lorsque E ⊂ [0,∞] :
▶ E[X] =

∑
x∈E xP(X = x) ∈ [0,∞] est l’espérance de X.

Lorsque E ⊂ R :
▶ On dit que X est L1 quand E[| X |] < ∞ et on écrit X ∈ L1.
▶ Si X ∈ L1, E[X] =

∑
x∈E xP(X = x) ∈ R est l’espérance de X.

▶ On dit que X est dans Lp quand E[| X |p] < ∞.
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▶ (Ω,A,P)

▶ A ∈ A est dit p.s. si P(A) = 1.
▶ X v.a. à valeurs dans E ⊂ R dénombrable, dans L1.
▶ Y v.a. à valeurs dans F dénombrable.

On pose FY := {y ∈ F : P(Y = y) > 0}.

On note E[X | Y] la variable aléatoire ϕ(Y) où la fonction ϕ est définie
comme suit. Pour y ∈ F,

ϕ(y) =


∑
x∈E

xP(X = x | Y = y) si y ∈ FY

0 sinon.

Définition.

Pour y ∈ F, ϕ(y) peut être vu comme l’espérance de X par rapport à la mesure
de probabilité Py définie par Py(A) = P(A∩{Y=y})

P(Y=y) pour A ∈ A.
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Propriétés
▶ [Propriété de croissance]

Si X ⩾ 0 p.s., alors E[X | Y] ⩾ 0 p.s.

En particulier, si X ⩾ X ′ p.s. alors E[X | Y] ⩾ E[X ′ | Y] p.s.

▶ [Propriété de linéarité]

Pour Z ∈ L1 et λ ∈ R :

E[X+ λZ | Y] = E[X | Y] + λE[Z | Y] p.s.

▶ [Propriété d’espérance totale]

E[X | Y] est L1 et E[E[X | Y]] = E[X].

▶ [Propriété de sortie]

Pour h : F −→ R bornée :

E[h(Y)X | Y] = h(Y)E[X | Y] p.s.

En particulier, E[h(Y) | Y] = h(Y) p.s.
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Propriétés

▶ [Propriété de convexité - inégalité de Jensen]

Soit f : R → R convexe. Si X ∈ L1 et f(X) ∈ L1, alors

E[f(X) | Y] ⩾ f (E[X | Y]) p.s.

En particulier, |E[X | Y]| ⩽ E[|X| | Y] p.s.
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Propriétés

On dit qu’une v.a. Y est Z-mesurable si Y = F(Z) pour une fonction F.

▶ [Propriété d’emboitement]

Si Y est Z-mesurable :
E[X | Y] = E

[
E[X | Z]

∣∣ Y].
y En particulier, pour 1 ⩽ i ⩽ n :

E[X | Y1, . . . , Yi] = E
[
E[X | Y1, . . . , Yn]

∣∣ Y1, . . . , Yi].
Ici notation utile :

E[X | Y1, . . . , Yi] = E [X | (Y1, . . . , Yi)] .
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Propriétés liées à l’indépendance

▶ [Propriété d’indépendance]

Si X et Y sont indépendantes :
E[X | Y] = E[X] p.s.

▶ [Propriété de sortie par indépendance]

Pour Z v .a. à valeurs dans E ′ ⊂ R, dénombrable borné :
si Z est indépendante de (X,Y), alors E[XZ | Y] = E[Z]E[X | Y] p.s.
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2). Modes de convergence de variables aléatoires
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Soient (Xn)n⩾1 et X des variables aléatoires réelles.
▶ [Convergence presque sûre]

On dit que Xn converge presque sûrement vers X si

P(Xn → X) = P ({ω ∈ Ω : Xn(ω) → X(ω)}) = 1.

▶ [Convergence en probabilité]

On dit que Xn converge en probabilité vers X si

P(| Xn − X |> ε) → 0.

▶ [Convergence dans Lp]

On dit que Xn converge dans Lp vers X si

E [| Xn − X |p] → 0.

y Convergence p.s. implique convergence en probabilité.
y Convergence Lp implique E [Xp

n] → E [Xp], E [|Xn|
p] → E [|X|p].

y Convergence Lp implique convergence en probabilité.
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y Convergence p.s. implique convergence en probabilité.
� Réciproque fausse : prendre X = 0, (Xn) indépendantes avec
P (Xn = 1) = 1

n
, P (Xn = 0) = 1− 1

n
.

y Convergence Lp implique E [Xp
n] → E [Xp], E [|Xn|
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Uniforme intégrabilité
▶ [De la convergence en probabilité à la convergence L1]

Soient Xn, X des variables aléatoires dans L1.

Xn → X dans L1

⇐⇒
Xn → X en probabilité et (Xn)n⩾1 uniformément intégrable.

Théorème.

(Xn)n⩾1 est uniformément intégrable si

sup
n⩾1

E
[
|Xn|1|Xn|⩾M

]
−→

M→∞ 0.

Définition.
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Xn → X dans L1

⇐⇒
Xn → X en probabilité et (Xn)n⩾1 uniformément intégrable.

Théorème.
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