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Martingales . Exemples et application .

Toutes les va. mises en jeu sont supposées discrètes et définieszus
le même espace

de probabilité -

Rappel : · Pour X , Yv ..., on dit que X estymesurable s'il existe une

fonction & telle que X =S(Y)
On notence (Mr) pour la Suite (Muluso

① Martingales et premières propriétés
1) Définitions

DefSoit(Mested rellelee
① Vr>o

, TELIMn1] <a
② Fr>o Mr ent (Yo , .., Xn) -meruable
[ "(Mu) est adapté")

③ Un>0
,
EtMn

+ /Yo .
. .

., Yn] = Mr

⑭etune sous-martingale-

,Yn]
Interprétation motingale = jeu équitable.

↑

Mu : avoir d'un jover à l'intenti
Yo ...., Yn : information du jouer a ut instant.
(Mn)martingale = (IMu)( constant
(Mul sousmutingals => (EtMuJ) croissant
(Mu) sen markingale => (ETMn3) décroissant



Remarque Pourquoi "sous"martingale avec,? À coue

de l'analyse homonique :

· Si fest sous-harmonique est (Belexo un movement
est une sous-martingale.brownien,/ vent dire sin hamonieen et

f = u su & B
,
alors 8XM.

ExemplesDSoit (Wilis,, V.a . réelles ind day 2 !. On pose
ToMo = 0

, My = Wit . + Un pour!

Alors (Mulnso , pour (Vilis, o,
est une

· martingale si E[W ,j = 0

· sous-martingale si Etr ,],0

· sur-martingale si ETW ,S 50 .

En effet , EIM n +1
1 Wo

. .., Wn]
= EtW ,

+.. + Un (Wo ..., Wu] + ELUn+
/Vo

.
-

, Un]
= r ,

+...+ n
+ [Wn + 1]

=
M

n + EtW ,]

② Soit XEL' et EynIn
,

o deva. On pose
Mm = El* ..., Yu]

AlorsMetuemacingetun
En effet ELMn+ 1401--/ Yn] = ET EIM / %o 1

-

; Xn +13 No-in)
= #[X/Vo . .., Yn] = Mr



2) Opérations sur les martingals
On admet les propriétés suivantes (utilisation des propriétés de
l'espérance conditionelle)
Prop Soit 4

: R-R convexe .
Soit (Muluso adapté à (Yulna

, o

avec Kryo Elly(Mull] <0 .

D Si (Mu) est une martingals pour (Ynl S
(y(Mu)) ent une sous martingal

② Si (Mr) est une sous-martingale pour (Yn)
et si yest croissante ,

alors (4(Mn)) entre sous

-martingale .

Claire : Si (Mn) est une marting als ,
alors

· (IMal (est une sous martingale
· (Mut) - (x = max(X

, 01)
· (Mil -lorsque EIM2] <1

Fus
, !

Si (Mu) sous martingale , alors (Mut) sous-martingale.

PopintégralstochantiedisnieaHel , va .
bornées

↓ Fr> 1
,
Hu est (Yo1 .

--

/ Yn-1) - mennable ("(Hu) prévisible")
On pose (HoM)o = 0E (H · M)

n

= H
,
( M

.
-Mo) + - -

- -> Hu (Mn-Mn-1)
Alors

(Mu) martingals => (HoM) montingale.



Interprétation Si Mu est l'avoir d'un jouer à elivestant n,

Maxi-Mu représente le guin entre elimstet netre.
Hu + (Mn + -Mul représente le youn si la mise à elivestant n est

multipliée par Huxi) qui ne dépend que de elinformation
jusqu'au temps n) .

Le jeu reste équitable !

Preuve : · (HoM) est adapté et intégrable
· EL(HOM)

n +
- : Min /Y0 ..., Yn] = El Hnx(Mun-Mul (Yo .., Yn]

11 = Hn + Et. Mu+
-Mulyo-- , Yn]

TItH . M(na 140 ...,Yn]- HoMin = Hu+ CELMn +, 10..., Yu] - Mn)
= O

g



⑪ Temps d'arrêt, théorème d'auêt

1) Définitions

Def The va .

T à valaus days N est un temps d'auêt pourII MYuInso ti En
,0 +=n

est (Y0 .
- ..., Yn) - mesurable

L pour simplifier on se restreint à des temps d'anêts finis)
Exemple Si (Mr) est (Yn) - adopté et KX1 entier .

-

T = infSM,
0 : Mr 103 1K: est un temps d'arêt.IEn effet , por naK, It =n

=Mocio"-XIM Po
et 1

+= k = 1 Mo < 10X
... x Im

k- 1410

Raque Sit temps d'arist, 1+>m
est (40 .

--

/ Yn-l-
mesurable

.

En effet
&
+>

,m
= 1 - P

+(ny
= 1-T=R

2)Théorème d'arret

Théorie Soit (Mr) une motingale etT temps d'arêt .

①Se process arrêté MT= (MurT(ny est rene martingale,
en particulier : Man + Ell EtMunT]= EtMo] Enxo ·

② Dans les 3 cas suivants



⑨ T borné
③ MurT]

,

u .
i (uniformément intégrable

② Et + > <D et 7 (0 +y sup[Mn-Mnlo ... Y-

P-S.

on a M
+
EL' et #IM+] = EIMo]

De même avec sors/eur mortingale en remplaçant
= po /

Explication(f excelle
·
marche

,
aléatoire simple Il issue de O,

a
, b30 , trover la loi de T = inf {0 : Wn = b ou

Wn = - a 3 et de WT

(PremeD
: aux Hu = 1

+> n

on remorque

ge Mant = Mo + (HoM)n !
T

* ELM+3 = EIMo] FAUX en général , contre-exemple plus tond .

3) Application : met optimal
Soit (Xr)onEN un processus adopté : (Ynlouan et
intégrable
Ons'intéresse à SN

=SupEEXT]o



T = & temps d'arret N3 .

To Etth est optimal si #INTx] = SN .

Théorème (enveloppe de Snell)
On définit (Malonen par
Mn = XN et Mn =mass (Xn, [Mn + /You· Yn]) por ouN .

Alors

⑦ (Mr) est la plus petite surmartingale majorant (Xn)
② TX = vinGoneN : Mn = XnJETN et Moest une martingale
⑤ To est optimal

Pare :

① (Mn) est bien sene surmartingale .

Si En) surmentingale majorent (Xn) :

· ZNXN Mm
· mountries que EnMnZn), Mn +
En

-1 #En 1 %..., Yu] > ELMulYo . . , Yn]
Or En-1 >, Xn-1

Donc En - 1
< max) Xn-1 , EtMul Yo ... , Yn]) = Mn-1 ·

② Ty est bien un temps darêt.
Pour montrer

que
M* est une mortingale on montre

que pour ouNona
El MI-M1...., Yn] = 0

② siten
, MMMi-M

Don El (Mi-ME) Bigau /Yo...., Yn] = 0
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#Convergence des (sur/sous) martingales.

1) Convergence des sur/sous martingales
Théorème (convergence de Doob) The (eculsous) marting al
(Mm) bornée dans L' (i

. e . tup ETIMn1]
< *) converge

p. S
.

Lolaire Une mortingale positive (Mu) converge ps
En effet sup Et/Mn1]

= sup EIM] =EtMoo
n

A le
convergence

n'a
per forcément lieu dan L' :

& (Xilis ,
sont iid Il proba 1 13

,
Mu = 1 + X ,

+ -- + Yu
,

T= insEnso : Su =03 ,
ou peut vérifier que (Mu) est

fingale ,CO p. S If feuille d'exerci) ,
laleve Mol

montingale (Milnso converge ps .
ver My =0 main per

dan L'e EtMJ] = 0

2) Convergence dans Li <1) des mortingales
Thereme Soit (Mr) une mortingale .

On a Es entre
① (Mu) converge ps et dans L'

② (Mul est ri

③ JXEL' ty Mu = #[X 1 %, . ..., Yn] .



Thorence Soit(Mu) martingale , p!
On a

(Mn) converge dan
L Es (Mn) bornée dan LP

A faux pour sausmartingale or surmentingale de sigue non constant

3) Exemple : processus
de branchement

Soitu une mesur de probabilité sur is. Ou comidère une

population partant d'un individu et à les individus aut tous
un nombre ind d'enfants de loi p .

Ou note Xn le nombre d'individen à la génération n.

Co
mpor

tement de Xu quand n-x ? (aux pl# ).
Soit R=R
Alors Mn= est une martingale positive qui converge pose

Mo
· 2 REl on peut my

la
pop
s'éteint : My = 0 is .

· SiR > I
,

Enlet onvemehypothe
dan2

,
done in days L .

Donc 1 = EtMo] = ELMA] · Donc B(Ma > % >0.

RemarqueDuputmque hordeKestent een

IMela popuséteinta 0 ps
S



#Frégalitei
1)Inégalité maximale de Doob

Théorème Soit (Mr) une sous-martingale .
Alors Vaso,,o :

aBlmar Mr
>a) EM]

Idée de la preuve : comidères le temps d'arêt T= infEro : Mn] as

Glaire S(Mu)martinyu,e
OKIm

2)Inégalités de concentration
Théorève (Azuna-Hoelfding) Soit (Mulno une martingale
pour cyrluso· On suppose que Faso , d existe An

Nor
, Yu . 1) mesuable et une constante caso relles que

AnMn-Mu & Anten

Alors Vr>, 1
,
Faso

,
(p)Mm-Mo > a) < exp)-

+ (i)
En particulier ,

si (Mu-Mm 1 * C
,

on a

En> Faso
,
B)My-Moc

,
al > exp)-

+.. +(i)



Corollaire (inégalité des différences bornées/McDiarmid)
SoitEn fonctionzcoutantet
sp 1 8 ( , . .

, (i -114,
ci + ) . ..,4u) - 8(x ,,.., 4i-yxi, 4it, 1-, )) *Ci

giX,
...,

Xn indépendantes · Alors Kasi
P(18 (x , 1 .

.., Xu)
- EtS(X , .

.
.

/Xn] K,e) < 2 exp) - ci)
Idée de presue : Azura pour martingale de Doob.

3) Application : nombre chromatique de graphes aléatoires.

X(F) = nombre chromatique de G , plus petit entrer 12,1 tel quelon
puisse colorier les somets avec l couleur de sorte que deux
sonnets relié per une site viet tojour des couler
différentes .

(n
, p) : grophe d'Endos - Regi aux ~ souets ai chacune des
(2) actes est présente indépudonnent avec probabilités.

On note Xmp = X(E(n, pl) . -
Alors Vaso : $() Xp-EtXmpa)Le

Essail : inégalité des différence bomás avec les (2)
V

. c
. (présence or non dite) ->2

au dénominate

Essai:galitédedifférbor ave,e


