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Feuille d’exercices

* %k %

f?(ercice 1. On considére une suite (7T},),,>, d’arbres aléatoires construits par attachement préférentiel :
T, e$t composé d'un sommet, et pour tout n > o, T, , est construit a partir de T, en reliant un nouveau
sommet a un sommet de T, choisi au hasard proportionnellement a son degré, indépendamment des
autres choix.

On note D, le degré dans T, du sommet initialement présent dans T,. L'objectif de cet exercice est

d’étudier D,,.
(1) Trouver une suite (c,),>, avec ¢, = 1 telle que M,, = D,/c,, soit une martingale.

(2) Démontrer qu’il exiSte une constante C > o telle que pour tout x >oetn>2:

x2
IP(D,, > (1 +x)c,) < exp (—Cm).

(3) (a) La martingale (M,,),,>, converge-t-elle p.s.?
(b) La martingale (M,,),», converge-t-elle dans L? pour p > 1?

Coqe TC N . p
(c) [Question bonus] Démontrer que la loi limite e§t ,/—|Z| ou Z e$§t une gaussienne centrée
\ 2
réduite (en particulier la limite de la martingale e$t p.s. stri¢tement positive).

* %k %

Corrigé :

(1) Onremarque que pour tout n > o, T, est composé de n+1 sommets et que la somme des degrés
de tous les sommets de T, vaut 2 (2 fois le nombre d’arétes). On en déduit que D, = 1 et pour
nz1:

lP(Dn+1:Dn‘*’1|T0l~-lTn):_’ IP(Dn+1:Danov-"Tn):l__f (1)

de sorte que

D D 1
E(D,lTyy e T, = (D, + 112D, (1~ 22) = (14 L),

4 . D . N
On en déduit que pour n > 1, M,, = 7* e§t une martingale, ot ¢, = 1 et pour n > 2
n

n—1

i)

k=1
(si on voulait définir M, on pourrait poser M, = 1)
(2) En notant X,, = 1 j¢ y-ieme sommet s’attache au sommet initial, ON calcule pour n > 1 les incréments :

D,+X,., D, 1 D,
My =M, = - = (Xn+1 - _)1
Cnt1 Cn Cnta 2n
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car Cy4q = Cy(1+ 5). Comme X,,,, €{o,1}eto<D,/(2n) <1,0na

|Mn+1 - Mn| <

n+1
Par I'inégalité d’Azuma-Hoeffding appliquée a la martingale (M,,), pour tout x > o,
2
P(M,—1>x)< exp( SNalH )
Comme D,, = ¢, M,,, on obtient
2
P(D,, > (1 +x)c,) < exp( ZZZ o )

Or ¢,, ~ Cy/n pour une con$tante C > o, donc

) &2~ Cln(n)

k<n

pour une certaine con$tante C > o et le résultat en découle.

(3) (a) C’e$t une martingale positive, donc elle e§t bornée dans L' et donc converge p.s.
3 galep gep

(b) Il suffit de le faire pour p > 1 entier grace a I’'inégalité de Holder. On raisonne par récurrence
forte sur p.

En reprenant (1), on voit que
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On pose
E [D,’j
(p)
ay =—73
Cn
En prenant l'espérance et en divisant par ch,, = c/(1 + 5-)F, on obtient
p-1 14
1 E[D] 1+,
afﬁfl =Aup agf) +— Z( p )% avec A, , = —f”p <1. (2)
an b=\m—-1J ¢, (1+35)

Supposons maintenant que

supE[M]"] < co pour tout m € {1,...,p—1}.

nz1



https://igor-kortchemski.perso.math.cnrs.fr/ALEA/
igor.kortchemski@math.cnrs.fr

Journées ALEA 2026

https://igor-kortchemski.perso.math.cnrs.fr/ALEA/

Martingales. Exemples et Applications.

Igor Kortchemski — igor.kortchemski@math.cnrs. fr

Alors, pour 1 <m<p-1,

E[D}'] _ el E[M]]

p p
Chn+1

<Ccy, PE[M™] < %

car p—m > 1. En reportant dans (2), on obtient donc pour n > 1

Chn+1

C

p
E (3)

), <al +

pour une certaine constante C, > o, ce qui implique par somme télescopique que (a(np )) est
bornée.

Notons M, la limite de la martingale. On utilise la méthode moments (la loi de |, /ngl

étant bien caraltérisée par ses moments).

D’apres la question précédente, pour p > 1,

M, — M., p.s.etdansL?, donc E[ME] = lim E[ME].
n—-o00
L'obje&if e§t de calculer E[M2,].
L’idée est de calculer exactement les moments via les factorielles croissantes

P =x(x+1)--(x+p—1), p=>1.

En utilisant (1), on obtient
IE[D;’H | .7-“n] - (1 ; £)D,’j.
2n
En prenant I'espérance,

E[Df =1+ 2 )EID])
21
Par récurrence, on en déduit pour tout n > 1:

n—1 n—-1 k+p/2 ~

E[D5]=p!l_[(1+2£k):pgl_[ /

=1 =1

I'(n+p/2)
I(n)

p!
- T(1+p/2)

[(1+p)
I[(1+p/2)

nP’2,

n—0o0

en utilisant le fait que T'(n + a)/T(n + b) ~ n°’. Quand x — oo, X’ = xP + O(xP™"). Par
conséquent
I'(1+p)

v gp
[(1 +p/2)n '

E[Dj]

n—00

Par ailleurs,

_]_[(1+i): 1 T(n+1/2) _ LIV
3 2k/) T(3/2) T(n) n—eo  T(3/2)
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On en déduit que
py_ ., L(3/2)
E[ME] = pt — 32V
I'(1+p/2)
On remarque que pour p > 2
+2
EME?] =
———=—(p+1)
E[Ms] 2

et que les moments de /2 |Z| vérifient la méme relation de récurrence (et méme conditions
initiales pour p = o,1).

O

. ) n+1 n _ n
‘Exercice 2. Tout d’abord, pour tout 7> 1 on pose ¢, = 2~ — 2 = %

On joue au jeu suivant. A chaque tour n > 1, on lance une piece équilibrée. Si pile sort, on gagne ¢, et
on continue au tour suivant. Si face sort, on perd c, et le jeu s’arréte définitivement. On pose M, = o et
pour n > 1 on note M,, le gain cumulé apres le n-ieme tour.

(1) Démontrer que (M,,) e$t une martingale de Doob / martingale fermée.

(2) On pose H,, = (—1)" pour n > 1. Démontrer que (H - M) n’est pas une martingale de Doob / martin-
gale fermée.

* % %

Corrigé :

(1) Soit (X;);», des variables aléatoiresi.i.d. avecIP(X; = 1) =IP(X, = —1) = 3. Posons Z,, = }_;_, ¢, X
et T = min{k > 1 : X; = —1}. Alors (Z,,) es§t une martingale pour (X,,), T e$§t un temps d’arrét
(p.s.) fini (T suit une loi géométrique) et on remarque que (M,,) e$t simplement la martingale
arrétée (Zrp,)-

Pour vérifier qu’elle est de Doob, il y a plusieurs maniéres de faire :

— on voit que (M,,) converge vers

T-1 21+T
MT:ZCk—CT:m—Z

=1

=

et on vérifie que pour pour tout n > 1, M,, = E[M7|X,,..., X,,].

— On montre que M,, - M, dans L' en écrivant
1E“]VIT _Mnl] = IE“MT _Mn|1T>n] < 1E“]\/InlﬂTNa] + E[|MT|ILT>71]'

Comme pour T >nona
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il vient

1 2n+1
E([M,|11s,] = ?'(n+1 —2) — 0.

Par ailleurs, comme

T-1 S 14T
MT:kZCk—CT:m—Z
=1

on vérifie que
21+T o 2k+1 1
El— =) —  — <,
lT(T+1)l ka(kﬂ) ok =%
=1
donc M7 € L' et E[|[Mr|l7s,] — o.

(2) On remarque que (H - M) converge vers

T-1
(H-M)r =) (-0 ce=(-1)Ter = (=) (er +er —crp +026y)
k=1

Pour montrer que (H - M) n’e§t pas de Doob, on montre que (H - M)r n’est pas dans L*. Pour

T>3:
T-2 T—3 .
H- -M)r|> - =
qui e$t d’espérance infinie car
T-3 T = k-3 ok
El—»>'1 = 9 @~ _
(T-1)(T+1)" TZ3] kz(k—l)(k+1)2k =
=3

1 Exercices additionnels

1.1 Péche a la martingale

'Z?(ercice 3. On conétruit récursivement une suite (0,),>, de permutations aléatoires uniformes comme
suit : 0, e§t 'unique permutation de {1} et pour n > 1, 0,,,, s'obtient a partir de ¢, en insérant n + 1 dans
I’'un des n+1 “trous” O dans Oo,(1)do,(2)0---O0o,(n)0 choisi uniformément au hasard, indépendamment
des autres choix.

On note R,, le nombre de blocs croissants de o,, (un bloc croissant de o, e§t une suite o,(i),0,(i +

1),...,0,4(j) avec 0,(i — 1) > 0,,(1), 0,(i) < 0, (i + 1) <--- < 0y,(j) et 0,(j) > 0,(j + 1)).

Trouver une martingale faisant intervenir R,,.

* ok %


https://igor-kortchemski.perso.math.cnrs.fr/ALEA/
igor.kortchemski@math.cnrs.fr

Journées ALEA 2026

https://igor-kortchemski.perso.math.cnrs.fr/ALEA/

Martingales. EXempleS et Applicatlons. Igor Kortchemski - igor.kortchemski@math.cnrs. fr

Corrigé :

Sachant o,,...,0,, R,,;; ne change pas si et seulement n + 1 et inséré a la fin de I'un des R, blocs
croissants, sinon il augmente de 1. Donc
R,

P(R,.; =R,|0y,...,0,) = L P(R,., =R, +1|oy,...,0,)=1— L

de sorte que
n

R R
E([R, . |0y,...,0,] = R,— +(Rn+1)(1— z ): R, +1.

n+1 n+1 n+1

On voit ainsi que E[(n+ 1)R,4,|0;,...,0,] = nR,, + n+ 1, de sorte que R, et presque une martingale.
Il e$t naturel de chercher M,, sous la forme M,, = nR,, + b,,. En écrivant

E[M, l04,...,0,] =nR,+n+1+b,., =M, +(n+1+b,,, - b,),

onvoitque b, , =—(n+1)—n—---—2+b,. Ainsi,

n(n+1
M, =nR, - 21 o
2
est une martingale pour tout ¢ € R.

Remarque. Cet exercice provient de la setion 1.10.4 du livre Mahmoud, Hosam M. Sorting : A

distribution theory. John Wiley & Sons, 2011. O

1.2 Théorémes d’arrét

‘Exercice 4. Un gardien de parking a mélangé N clés pour N voitures. Les N propriétaires de voitures
arrivent en méme temps. Le gardien donne a chaque propriétaire une clé selon une permutation choisie
uniformément au hasard parmi toutes les permutations. Si un propriétaire recoit la clé de sa voiture,
il la prend et part; sinon, il rend la clé au gardien. Le gardien répete alors le processus avec les clés et
les propriétaires restants. Cela continue jusqu’a ce que tous les propriétaires recoivent les clés de leurs
voitures.

Soit T le nombre de tours jusqu’a ce que tous les propriétaires regoivent les clés de leurs voitures. Le
but de I’exercice est de calculer [E[T]. Pour i > 1, on note X; le nombre de propriétaires qui recoivent leur
clé au i-éme tour.

(1) Montrer que
k
M, = Z(Xj ~B[X |X1,...,X]-_1])
j=1
définit une martingale (avec la convention E[X; | X,,..., X;_,] = E[X,] pour j = 0).

(2) Calculer E[T].

* %k %
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(1)

Corrigé :

C’e$t un résultat général. Pour simplifier les notations pour k > 1 posons Dy = X; — E[X |

Xi..., Xk_] de sorte que
k
M, = ZDi.
i=1

Alors Dy et (X,,..., X) mesurable et intégrable (car o < X; < N), tout comme M. Par ailleurs,
en utilisant la propriété d’emboitement

IE[Dk+1|)<1;--~'Xk] 1E[Xk+1|X1r“-f}ck] - 1E[IE[Xk+1 | Xl""’Xk“Xll"‘le]
= E[XplXoeoo Xp) = E[Xpa [ X0 X

= O.

Ainsi
IE[Mk+1|X1,...,Xk] :lE[Mlel,...,Xk] +IE[Dk+1|X1,...,Xk] :Mk+0 :Mk,

donc (My) e$t une martingale pour (Xg).

On a
T=inflk>1:X,+---+X; =N},

donc T est un temps d’arrét pour (X).

Ensuite, si T >k, en notant m = N — (X, +--- + X;) le nombre de propriétaires qui n’ont pas
encore leur clé apres le k-iéme tour, [E[X; ,|X,,..., Xi] eSt le nombre moyen de points fixes
d’une permutation uniforme de longueur m, qui vaut 1. Ainsi, pour k < T on a

k
M, = ij —k.
j=1
En particulier
Mr=N-T.

Si on peut utiliser le théoréme d’arrét, on a a alors N - E[T] = [E[Mt] = E[M,] = o, et donc
E[T]=N.

On vérifie que les hypotheses du 3eme théoreme d’arrét sont vérifiées :

— Les incréments de la martingales (Mj) sont bornés par N + 1.
— pour vérifier que E[T] < oo, on remarque qu’on peut écrire T < Gy +---+ G, ou (G;),<j<n
sont des variables aléatoires, de loi géométrique avec G; de parametre de succes la proba-

bilité qu'une permutation uniforme de longueur i ait au moins 1 point fixe (probabilité qui
est > o). Ainsi E[T] < oo.

O

Exercice 5. [Probleme du parking via enveloppe de Snell] Vous conduisez une voiture sur une voie
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infinie a la recherche d’une place de $§tationnement. Bien sir, les places ne sont pas toutes libres. Votre
objeltif est de vous garer le plus proche possible du CIRM, sachant que vous ne pouvez pas revenir en
arriere. Vous voyez une place libre a diStance n du CIRM. Faut-il s’y garer?

On modélise ce probleme comme suit.

— Vous démarrez a 'origine. Des emplacements de Stationnement sont disponibles a tous les entiers.
Soient (V,,),,>, des variables aléatoires i.i.d de Bernoulli de parametre p €]o, 1|, avec V,, = 1 si une
voiture es§t garée a 'emplacement n (emplacement occupé). Le CIRM se trouve au point entier
N >o.

— Sil’emplacement n € [0, N ] et disponible (i.e. si V,, = 0) et que vous décidez de vous y garer, vous
subissez le cott X, = n— N correspondant a l’effort de faire la diStance reStante en marchant. Si
V,=1, X, =—o0.

— Enfin, si vous arrivez en N, votre obje&tif, sans vous étre garé, vous prenez la premiére place de
stationnement libre qui se présente. Ainsi, si 'emplacement N et occupé, le cotit moyen que vous

subissez e$t alors
1

1-p

Xy =-Cly,y, avec C = ijj_l(l -p)=

jz1
L'objectif est de trouver le temps d’arrét T € {o,1,..., N} qui maximise [E[X7] (ce qui revient a minimiser
la diStance de marche moyenne).

(1) Démontrer que la §tratégie d’arrét optimal e$t nécessairement de la forme
T"=inf(n>N-r":V, =0}

ou r* e$t une quantité a déterminer.

(2) Démontrer que
r*=inf{r>o0:-1+2p""" <o}

* ok %

Corrigé :

(1) Lenveloppe de Snell e§t donnée par My = Xy et
M, = max{X,, E[M, ,|V,,...,V,]} pour n<N.

Un simple raisonnement par récurrence rétrograde, utilisant I'indépendance des V,,, montre que
M,, e$t une fonltion de V,,. Par conséquent

1E[]V1n+1lvow--f Vn] = IE[Mn+1]

est une quantité qui dépend de n, notons la f(n + 1) pour une certaine fonction f : {o,...,N} - R.
Ainsi
M, =max{(n—N)ly o, —ocoly _,,f(n+1)} pour n<N.

Comme M est une surmartingale, I’espérance n — IE[M,,] décroit et par conséquent n — f(n) et
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décroissante. Le premier temps ou M,, = X,, revient donc a déterminer le premier n < N tel que
Vi,=0 et n—-N2=f(n+1). (4)

Soit r* > o le premier point tel que r* — N > f(r* + 1). Si une place est disponible avant r* alors
I'inégalité de la relation (4) ne sera pas satisfaite, par conséquent il suffit de choisir la premiere place
disponible apres r".

La Stratégie d’arrét optimale e§t nécessairement de la forme

T*=infln>N-r*; V, =0} (13.5)

ou r* e§t une con$tante a déterminer.

(2) On note ¢(r) le cotit espéré en utilisant une Stratégie de seuil avec parameétre 7, i.e.
((r)=E[Mrpy] ou T(r)=infln>N-r; V,=o}

Nous allons calculer ¢(r) et optimiser en fontion de r pour identifier r.
Pour r = o0, on obtient

p

1-p

{(o)=—(1-p)x0o—pC=-

Pour r > 1, on calcule par récurrence ¢(r) = —(1 — p)r + p(r — 1). On déduit alors que

T+1_
—€(r):r+1+u, r < N.

1-=p
Pour maximiser £(r), on remarque que la fon&ion r + €(r+1)—€(r) = —1 +2p" " es§t décroissante
en r. Par conséquent

r"=inf{r>o0; -1+2p""" <o}.

A titre d’exemple, on peut voir que pour p < o.5, il faut chercher a se garer en arrivant a destina-
tion et que pour p = 0.9, il faut chercher la premiere place disponible des qu’on arrive a 6 places de
la destination. O

Z?(ercice 6. Soit (X,),>, une suite de variables aléatoires i.i.d. avec IP(X; = +1) = 2. On pose S, = o et
S, =X, +---+ X, pour n > 1, qui e§t une martingale pour (X;);>,. On considére des entiers x eta<o < b,
et on définit les temps d’arrét

T,=inf{ln>o0: S, =x}, T,, =min(T, Tp), avec la convention usuelle inf @ = +co,

1) Montrer que T, < oo p.s.

b
2) Montrer que P(T, < T;,) = b
—a

(1)

(2)

(3) Montrer que T, < oo p.s.

(4) Montrer que E[T, ;] = |ab|.

On pourra consideérer Q, = S7 —n.

(5) Montrer que pour tout u > o,

e“+e?
o

E[e‘”Tb] = exp(—arcosh(e”) b), ou coshz =
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On pourra considérer M,, = e*>n/(cosh A)" pour A € R.

Remarque. Comme T_, < co p.s., on a S,ar, — St = —1, mais o = E[S,,7 | /> —1. Ainsi la martingale
arrétée ST converge p.s. mais pas dans L'. La raison e$t que la suite (S,,1_ )u>o n'e$t pas uniformément
intégrable (le < pic > vient du fait que S,, peut prendre des valeurs trés grandes lorsque n < T_,.)

* % %

Corrigé :
(1) Clairement, si (S,,) effectue |a|+b pas “+1” consécutifs, alors T, j, < co. Il suffit donc de vérifier que
p-s. (S,) effetue |a| + b pas “+1” d’affilée.

Posons k = |a| + b et définissons des variables aléatoires (G;);>, en considérant des blocs :

Gi =1si X(i—i)k+1 = X(i—i)k+2 == Xik =+1, Gi = o sinon.

Alors les variables (G;);», sont des variables aléatoires de Bernoulli de parameétre 27%, et presque

sirement il y en a au moins une qui vaut 1. En effet :
—k)n

IP(G;=opourtouti>1)=lim P(G;=opour1<i<n)=lim(1-2 =o.

n—oo n—oo

Cela montre que T, j, < co p.s.
(2) Le temps aléatoire T, j, est un temps d’arrét fini. Comme [S,,7 ,| < max{al, b} <|a[+b, la martingale
arrétée (S,at,,)n=o €8t bornée, donc uniformément intégrable, et par conséquent

E[St,,] = E[S,] = o.
Or St,, € {a,b}, donc
o=E[St,,]=alP(T, <T,) + bIP(T, < Tp).
En posant p = IP(T, < Ty) et en utilisant IP(T, < T,) = 1 — p, on obtient

o=ap+b(1-p) = p=bb ,

—a

d’ou me résultat.
(3) Observons que T, > b, donc T, — oo lorsque b — oo. De plus, ’événement {T, < T} e$t croissant en
b, donc
P(T, < T,) —— IP(T, < ).

b—co
D’apres (2),

b
IP(Ta<Tb): b—a ph—> L

donc IP(T, < o0) = 1. Par symétrie, T_, < oo p.s., et ainsi T, < oo p.s. pour tout x € Z.

10
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(4) On vérifie que (Q,,) e$t une martingale (« martingale quadratique =). En effet, Q,, € L" et

B Quir | Xy Xu] = E[(Sy+ Xpr)2 = (n+ 1) | Xy, X,
= E[S2 428, Xpas + X2y | Xipoo Xy | = (n141)
=S7+2S5,E[X,. |+ E[X; ]-(n+1)
=S, —n=Qy,
puisque E[X, ., ]=oet E[X}, ]=1.
Alors (Quat,,)uzo €5t une martingale. I n’e§t pas immédiat de voir qu’elle e§t uniformément

intégrable; on raisonne donc diretement pour montrer que [E[T, ;] < co pour utiliser le théoreme
d’arrét. De E[Q,a1,,] = E[Q,] = 0 on déduit

1E[s2 ] = E[T,, Anl.

Ta_b/\n

Par convergence dominée,
2 2 2 2 2
STa,bAn — STM, o< STa,bAn <a*+b°

d’ou E[S7 ,,] = E[S7 ]. Par convergence monotone, E[T,, A n] — E[T,;]. Ainsi,
E[T,,] = E[S3 ] = a®P(T, < Ty) + b>P(T, < T,).
En utilisant (2) et P(T, < T,) =1 - P(T, < Ty) = =%, on obtient

b —a ab(a-Db)

E[T,p] = a b? = = —ab = |ab|.
(5) Pour A € R, considérons
AS A A
e et +e
M =, hA=
" (cosh 1)" cos >

C’e$t une martingale (« martingale exponentielle »). En effet, M,, € L et

1
1E[ZVIH+1 | Xll"'an] = WIE[(?A(S"+X”“) | Xl,...,Xn]
AS AS
e n e n
= ————E[eMmi|= ——— =M,
(cosh 1)t [e ] (cosh A)" "

puisque E[e!Xm] = i(e" +e ) =cosh A.
Fixons A > o. Alors (M,z1,)n>0 €8t une martingale et elle e$t uniformément intégrable car elle et
bornée : en effet, S, ,7, < b donc

Ab
OSM;/[/\Th Se .

Par conséquent, d’aprés le théoréme d’arrét E[Mr, | = E[M,] = 1, c’est-a-dire
Ab

1= IE[(eh—/\)Thl’ donc IE[(cosh A)_Tb] S
cos

11
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Soit 1 > o et choisissons A > o tel que cosh A = e", c’e§t-a-dire A = arcosh(e”). Alors (cosh 1)~ 10 = 7T
et

E[e™To] = ¢ = exp(—arcosh(e”) b),
ce qui donne la formule annoncée. O

1.3 Inégalités

Exercice 7. Le probléme du bin packing e§t un probleme fondamental de la recherche opérationnelle.
Etant donné # objets de tailles x,,x,,...,x, € [0,1], et une collection illimitée de bacs de taille 1, quel est
le nombre minimum de bacs requis pour ranger les objets?

On étudie ici une version aléatoire de ce probléme : on suppose que les objets ont des tailles aléatoires
indépendantes X,, X,,... sur [0,1] suivant une méme loi. Soit B,, le nombre (aléatoire) de bacs requis pour
ranger X, X,,...,X, de maniére optimale.

(1) Démontrer que pour toutn>1etx>oona

E[|B,-E[B,]| = x] < 2exp(—27x2).

(2) Démontrer que E[B,]/n converge lorsque n — oo vers une limite notée f.

(3) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que 8 €]o, 1].

* % %

Corrigé :

(1) Pour x4,...,x, €[0,1], notons B(x,,...,x,) le nombre minimal de bacs de capacité 1 nécessaires
pour ranger les objets de tailles x,,...,x,. En modifiant I'une des variables, la variation de B
est au plus un. D’apres I'inégalité des différences bornées, pour tout x > o,

x? x>
P(IB, - E[B,]| 2 x) < 2eXP(—2Zn—12) = 2exp(—;).
k=1

(2) L'idée est d’utiliser un argument de sous-additivité. Pour m,n > 1, on a presque sirement
Bysn < By + By, (5)

ou B;, désigne le nombre minimal de bacs nécessaires pour ranger les n objets X,,,, 1, ..., Xyin-
En effet, en rangeant d’un c6té les m premiers objets de maniére optimale (dans B,, bacs) et de
l'autre les n suivants (dans Bj, bacs), on obtient un rangement des m+n objets utilisant B,, + B;,
bacs. L'optimalité de B,,,, donne (5). En prenant I'espérance, comme les tailles des objets sont
i.i.d.,ona

E[B,,.,] < E[B,,] + E[B,], mn>1.

Ainsi, la suite a,, = [E[B,,] e§t sous-additive. Par le lemme de sous-additif (parfois connu sous

12



https://igor-kortchemski.perso.math.cnrs.fr/ALEA/
igor.kortchemski@math.cnrs.fr

Journées ALEA 2026

https://igor-kortchemski.perso.math.cnrs.fr/ALEA/

Martingales. EXempleS et Applicatlons. Igor Kortchemski - igor.kortchemski@math.cnrs. fr

le nom de Lemme de Fekete), la limite

_ .. E[B,]
pi=lim — =

existe et vérifie EIB
p =inf M

n>1 n

(3) Tout d’abord, on a toujours B, < n donc E[B,]/n <1,d’ou p <1.De plus,si S, =) " X;eStla
somme des tailles, alors dans tout rangement, la somme des capacités des bacs utilisés vaut B,,
et doit étre au moins S,,, donc B, > S,,. En particulier,

E[B,] _ EIS,]
n ~  n

= IE[X1 ]
En passant a la limite, on obtient

B = E[X,]. (6)

Cara&térisation de f > 0. On a > o si et seulement si IP(X; > o) > o. En effet, si IP(X, =
o) = 1, alors tous les objets ont taille o et B, = o pour tout n, donc § = o. Réciproquement, si
P(X, > 0) >0, alors E[X,] > o et (6) donne > E[X, ] > o.

Caraltérisation de f <1 On montre que
p=1 < PX, >1/2)=1.

Si P(X; > 1/2) = 1, alors presque sirement aucun bac ne peut contenir deux
objets, donc B, =n p.s.,dou E[B,]/n=1et f =1.

On montre la contraposée. Supposons p := P(X; < 1/2) > o. Posons

n
N, = Zl{Xisﬂz}-
i=1

Considérons le rangement (non nécessairement optimal) suivant : on met les objets de taille
< 1/2 deux par deux dans des bacs (sauf éventuellement dans un bloc), et on place tous les
autres objets (de taille > 1/2) chacun dans son propre bac. Ce rangement utilise au plus

N, T N
N4 N o _{_"J
(1= N+ | 2| == |5
bacs. Par optimalité,
N,
Bo<n-| 3]

13
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En prenant l'espérance et en utilisant [#| > u — 1, on obtient

E[N.
IE[Bn]Sn—M+1:n—@+1.
2 2
Ainsi E(B
[ H]Sl—‘l—) L
n 2 n

N . . p
et en passant a la limite, f <1 -3 <1.

Conclusion. On a

1.4 Manipulations des martingales

Z?(ercice 8. Soit (M,,),;>, une martingale pour (Y,),>,. Montrer que (M,),>, est une martingale pour
elle-méme.

* %k %

Corrigé :

On vérifie les trois conditions de la définition. Soit n > o.
(1) M, et bien intégrable car c’e$t une martingale pour (Y,),>0;
(2) M, e§t bien (M,,...,M,) mesurable;

(3) Comme (M,,...,M,)est(Y,,...,Y,) mesurable, on écrit, en utilisant la propriété d’emboitement :
E[M,,IM,,...,M,] = E[E[M,.,|Ys,,..., Y,]IM,,...,M, ] = E[M,|M,,...,M,] =M,

en utilisant la propriété de sortie pour la derniere égalité.

O

Z?(ercice 9. Soit (M,,),;>, une sous-martingale bornée supérieurement (c’est-a-dire que M,, < C pour tout
n > o, avec C € R une constante déterministe). Montrer que (M,,),>, €St bornée dans L'.

* 3k %

Corrigé :
Avec la notation x* = max(x,0) et x~ = max(—x,0), en utilisant le fait que |x| = x" +x~ et x = x" —x7,
ona

E[IM,|] = E[M,]+E[M,]=2E[M;]-E[M,] <2C" -E[M,],

ol on a utilisé les deux inégalités M, < C* (conséquence de I’hypothése) et [E[M,,] > [E[M,] ((M,,)
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‘ sous-martingale). O ‘

Z:;Cercice 10. Trouver une suite (M,,),s, de variables aléatoires intégrables telle que E[M,,,,|M,] = M,
mais telle que (M,,),>, ne soit pas une martingale pour elle-méme.

* ok %

Corrigeé :

Prenons une marche aléatoire simple, c’e§t-a-dire M, = X, +---+X,, avec (X;);>, i.i.d. avec P(X, = 1) =
IP(X, = —1) = 3, mais légerement modifiée de sorte que lorsqu’elle atteint o, elle répete I’étape X, . En
effet, pour n > 1, nous avons

M, siM,#o
E[M, ;| M,,...,M,] = -1 siM,=oetM, =-1
1 siM, =oet M, =1.

En particulier, E[M,,,,|M,,...,M,] # M,, si M,, = o. Il n’est pas trop difficile de voir que presque
sirement, il exi$te n > 1 tel que M,, = o. Ainsi, (M,,) n’e§t pas une martingale. O

2 Pour finir

f?(ercice 11. Une mathématicienne, une économiste et une trader discutent dans le bar clande$tin Au

BonBec. I’économiste dit : « La valeur en euros d’une livre Sterling au cours du temps e§t une martingale!
Sinon, il serait possible de gagner de l’argent en moyenne en achetant et en vendant des livres Sterling
au bon moment! >

La mathématicienne réplique : < Mais si c’est vrai, puisque la fon&tion inverse est convexe sur IR’ la
valeur en livres sterling d’un euro est une sous-martingale! >

La trader ne dit rien, réfléchit quelques secondes, puis s’en va acheter des euros.

Qu’en pensez-vous?

* % %

Corrigeé :

Pour commencer, la mathématicienne a bien sir raison d’apres ce qu'on a vu en cours. De plus, si
M,,,, n’e§t pas M,,..., M,-mesurable (ce qui doit étre le cas en pratique), alors I'inégalité et Stricte.
Enfin, si M,, e$t la valeur en euros d’une livre §terling, alors M,;" et la valeur en livres Sterling d’'un
euro, de sorte que le taux euro/livre §terling serait une sous-martingale §trite.

Le raisonnement de la trader est le suivant. Si le taux euro/livre §terling est une sous-martingale
stricte, alors en achetant des euros aujourd’hui et en les revendant demain, le gain espéré en livres
sterling e$t §tri¢tement positif. Il faut donc le faire! D’un autre c6té, ce raisonnement parait bizarre : il
suggere qu’il serait syStématiquement intéressant d’acheter des euros et de les revendre le lendemain,
alors que le méme raisonnement conduirait a I'inverse si I'on échangeait les roles de 'euro et de la
livre §terling. Cela signifie que l'affirmation de 1’économiste doit étre fausse : les taux euro/livre
sterling et livre Sterling/euro seraient tous deux des sous-martingales! Cela voudrait dire qu’acheter

15


https://igor-kortchemski.perso.math.cnrs.fr/ALEA/
igor.kortchemski@math.cnrs.fr

Journées ALEA 2026

https://igor-kortchemski.perso.math.cnrs.fr/ALEA/

Martingales. EXempleS et Applicatlons. Igor Kortchemski - igor.kortchemski@math.cnrs. fr

des euros un jour et les revendre le lendemain donnerait une espérance positive de gain en livres
sterling. On a donc, une fois encore, I'impression qu’on peut gagner a tous les coups!

On peut expliquer ce < paradoxe » comme suit. On gagne des livres Sterling lorsque le taux de
la livre sterling baisse : ainsi, si l'on gagne des livres $terling, alors chacune de ces livres $terling
vaut moins qu’au départ. On a donc un gain positif en livres Sterling, mais une fois les livres §terling
converties en biens, l’'espérance de gain devrait redevenir nulle. O
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