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Resume

ES limites d’échelle de grands arbres aléatoires jouent un role central dans cette these.

Nous nous intéressons plus spécifiquement au comportement asymptotique de plu-

sieurs fonctions codant des arbres de Galton-Watson conditionnés. Nous envisageons

plusieurs types de conditionnements faisant intervenir différentes quantités telles

que le nombre total de sommets ou le nombre total de feuilles, avec des lois de reproductions

différentes. Lorsque la loi de reproduction est critique et appartient au domaine d’attraction

d’une loi stable, un phénomene d’universalité se produit : ces arbres ressemblent a un méme

arbre aléatoire continu, 1'arbre de Lévy stable. En revanche, lorsque la criticalité est brisée, la

communauté de physique théorique a remarqué que des phénomenes de condensation peuvent

survenir, ce qui signifie qu’avec grande probabilité, un sommet de 1’arbre a un degré macrosco-

pique comparable a la taille totale de I’arbre. Une partie de cette these consiste a mieux com-

prendre ce phénomene de condensation. Finalement, nous étudions des configurations non

croisées aléatoires, obtenues a partir d’'un polygone régulier en tracant des diagonales qui ne

s’intersectent pas intérieurement, et remarquons qu’elles sont étroitement reliées a des arbres

de Galton-Watson conditionnés a avoir un nombre de feuilles fixé. En particulier, ce lien jette

un nouveau pont entre les dissections uniformes et les arbres de Galton-Watson, ce qui permet
d’obtenir d’intéressantes conséquences de nature combinatoire.

Abstract

CALING limits of large random trees play an important role in this thesis. We are more

precisely interested in the asymptotic behavior of several functions coding conditioned

Galton-Watson trees. We consider several types of conditioning, involving different

quantities such as the total number of vertices or leaves, as well as several types of off-
spring distributions. When the offspring distribution is critical and belongs to the domain of
attraction of a stable law, a universality phenomenon occurs: these trees look like the same con-
tinuous random tree, the so-called stable Lévy tree. However, when the offspring distribution is
not critical, the theoretical physics community has noticed that condensation phenomena may
occur, meaning that with high probability there exists a unique vertex with macroscopic degree
comparable to the total size of the tree. The goal of one of our contributions is to grasp a better
understanding of this phenomenon. Last but not least, we study random non-crossing config-
urations consisting of diagonals of regular polygons, and notice that they are intimately related
to Galton-Watson trees conditioned on having a fixed number of leaves. In particular, this link
sheds new light on uniform dissections and allows us to obtain some interesting results of a
combinatorial flavor.
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Cette introduction est articulée autour de deux parties : nous présentons d’abord nos contributions
[68, 70, 71] centrées sur les arbres aléatoires, puis celles [69, 28] portant sur des applications a I'étude
des configurations planes non croisées aléatoires. Nous insistons principalement sur les techniques et

idées utilisées et renvoyons le lecteur intéressé aux parties ultérieures pour les détails. Dans
'introduction, les résultats originaux contenus dans cette these sont encadrés.






Arbres de Galton-Watson conditionnés
T e N T N —

Arbres de la forét, vous connaissez mon dme !

Au gré des envieux, la foule loue et blame ;

Vous me connaissez, vous ! - vous m’avez vu souvent,
Seul dans vos profondeurs, regardant et révant.

— Victor Hugo, Aux arbres

1.1 Arbres de Galton-Watson

Nous commengons par introduire les définitions des objets qui nous intéresseront, puis nous
expliquons les techniques usuelles et les résultats connus apparaissant dans 1’étude des limites
locales et limites d’échelle d’arbres aléatoires, et concluons par un bref historique de cette théo-
rie. Notre contribution a I'étude des grands arbres de Galton-Watson conditionnés est présentée
en Section 1.2.

1.1.1 Arbres et foréts

Nous suivons le formalisme introduit par Neveu [88] pour définir les arbres plans enracinés.
Soit N = {0, 1, ...} 'ensemble des entiers naturels, et N* = {1, ...}. On désigne par U I’ensemble
des étiquettes :

o, par convention, (N*)® = {()}. Nous noterons < ’ordre lexicographique sur U (par exemple
0 <1 < 21 < 22). Ainsi, un élément de U est une suite w = u, - --u; d’entiers strictement
positifs. Par définition, la génération de u = u; ---u;, notée [u|, est 'entier j. Lorsque u =
Up---uj et v =v;---v sont des éléments de U, on note uv = u; - - - ujv; - - - v la concaténation
de u et v. En particulier, on a u) = fu = u. Finalement, un arbre plan enraciné T est un sous-
ensemble (fini ou infini) de U vérifiant les trois conditions suivantes :

1. D er,

2. siv € Tetv =1j pour un certain j € N*, alors u € 7,

3. pout tout u € T, il existe k, (1) € N U {oco} tel que, pour chaque j € N*, uj € T siet

seulement si 1 <j < ky (7).

11



Chapitre 1. Arbres de Galton-Watson conditionnés

Dans toute la suite, par arbre nous entendons toujours arbre plan enraciné. L'ensemble des
arbres est noté T. Nous visualiserons souvent les sommets d'un arbre T comme les individus
d’une population dont T est 'arbre généalogique. A ce titre, pour 1 € T, nous appellerons
k. (T) le nombre d’enfants de u. La taille totale de T, ou nombre total de sommets, sera noté
¢(t) = Card(t). Pour un arbre T et u € T, on note T, = {v € U; uv € 1} qui est lui méme un
arbre. La hauteur de T, notée J((T), est la plus grande génération d'un sommet de 1. Une feuille
de T est un sommet u € T tel que k,,(T) = 0. Finalement, pour j > 1, une forét de j arbres est un
élément de T'.

Insistons sur le fait que, contrairement au cadre habituel, nous autorisons ici T et k(1) a
étre infinis (cela sera en effet utile lorsque nous présenterons 'arbre de Galton-Watson critique
conditionné a survivre, et serons amenés a considérer des arbres ayant un sommet de degré
infini, voir la Section 1.3.1).

Nous rappelons maintenant la définition d"un arbre de Galton-Watson. Soit p une mesure de
probabilité sur N telle que p(1) < 1. La loi d"un arbre de Galton-Watson de loi de reproduction
p est I'unique mesure de probabilité P, sur T vérifiant les deux conditions suivantes :

1. Pylky = 3] = p(j) pourj > 0,

2. pour toutj > 1 tel que p(j) > 0, conditionnellement a {ky = j}, les arbres Ty, ..., Tyt sont

ii.d. de loi PP,.
Il s’ensuit que
Poltl =] ] olku(1)). (1.1)
ueT

Un arbre aléatoire de loi P, sera appelé arbre de Galton-Watson de loi de reproduction p, ou
plus simplement un GW,, arbre. Il est bien connu qu'un GW,, arbre est presque stirement fini
si et seulement si la moyenne de p est au plus 1. Lorsque la moyenne de p vaut exactement un,
on dira que p (et par extension un GW,, arbre) est critique.

Pour un entier j > 1, P, ; est la mesure de probabilité sur T/ qui est la loi de j GW,, arbres
indépendants.

Pour un arbre T et k > 0, on note Z,(t) = Card{u € 7t |Ju| = k} le nombre de sommets
a hauteur k. Le processus (Zx(t),k > 0) sous PP, est appelé processus de Bienaymé-Galton-
Watson.

1.1.2 Arbres de Galton-Watson conditionnés par le nombre de sommets

Fixons une loi de reproduction p. Dans toute la suite de cette Section 1.1, pour chaquen > 1
tel que P, [((T) =n] > 0, t,, désigne un arbre de Galton-Watson conditionné a avoir n sommets,
c’est-a-dire un arbre aléatoire de loi P, [- | {(T) =nl].

Une partie de cette these consiste a comprendre la structure de t,, lorsque n est grand, en
fonction des caractéristiques de p.

Arbres aléatoires vus comme arbres de Galton-Watson conditionnés

Plusieurs classes d’arbres aléatoires a n sommets (souvent appelées « classes combinatoires »)
peuvent étre réalisées comme arbres de Galton-Watson conditionnés a avoir n sommets pour
des lois de reproduction particulieres. Par exemple :

12



1.1. Arbres de Galton-Watson

FIGURE 1.1 — Une réalisation de t;363s pour une loi de reproduction critique et de
variance finie.

- lorsque p est la loi géométrique de parametre 1/2, t, est uniformément distribué sur 'en-
semble des arbres a n sommets,

- lorsque p(0) = 1/2 et u(2) = 1/2, t, est uniformément distribué sur I'ensemble des arbres
binaires a n sommets,

- lorsque p est la loi de Poisson de parametre 1, t, est uniformément distribué sur 'en-
semble des arbres étiquetés non ordonnés a n sommets.

Nous renvoyons a [59, Section 10] pour des précisions et d’autres exemples. Mentionnons fi-
nalement que la Proposition 13 établit qu'une classe naturelle d’arbres aléatoires se réalise
comme un arbre de Galton-Watson conditionné a avoir un nombre de feuilles fixé (et non pas
un nombre de sommets fixé, comme nous en avons 1’habitude).

Arbres simplement générés

On considere une suite w = (wy)>( de réels positifs telle que wy > 0 et telle qu’il existe
k > 1 avec wy > 0 (on dira que w est une suite de poids). Notons T 1’ensemble des arbres finis
ainsi que, pour tout n > 1, T,, 'ensemble des arbres a n sommets. Pour tout T € Ty, on définit
le poids w(T) de T par :

On pose alors pourn > 1:

13



Chapitre 1. Arbres de Galton-Watson conditionnés

Pour tout n > 1 tel que Z,, # 0, soit T, un arbre aléatoire a valeurs dans T, tel que pour tout
TeT,:

L’arbre aléatoire T,, est dit simplement généré (cette définition remonte a Meir & Moon [83]).
Compte tenu de (1.1), il apparait que les arbres de Galton-Watson conditionnés par le nombre
de sommets sont un cas particulier d’arbres simplement générés.

Familles exponentielles

Soit A > 0 un parametre fixé tel que Z, = } ;- miA! < oo. On pose uMN = 1AL/ Z,y pour
i > 0. En utilisant (1.1), il est aisé de voir qu’alors un GW,, arbre conditionné a avoir n som-
mets a la méme loi qu'un GW ;) arbre conditionné a avoir n sommets. On dit que p et )
appartiennent & la méme famille exponentielle. Ainsi, s'il existe A > 0 tel que Z) < oo et p)
soit critique, alors étudier un arbre de Galton-Watson non critique conditionné revient a étudier
un arbre de Galton-Watson critique conditionné (cette technique a été introduite par Kennedy
[63]). 11 est clair qu’on ne peut pas toujours se ramener a I'étude d’un arbre de Galton-Watson
critique : le cas échéant, on dit que  est non générique (par exemple si p est sous-critique
et le rayon de convergence de }_ p;z*' vaut 1). Nous verrons que dans ce cas des phénomenes
intéressants surviennent.

Finalement, en utilisant ce procédé, il est possible de montrer que si T, est un arbre simple-
ment généré associé a la suite de poids w, alors il existe une loi de reproduction p telle que T,
a la méme loi qu'un GW,, arbre conditionné a avoir n sommets si et seulement si le rayon de
convergence de ) w;z' est strictement positif (voir [59, Section 4] pour une preuve).

1.1.3 Codage des arbres de Galton-Watson

L’étude des limites d’échelle d’arbres de Galton-Watson conditionnés passe par 1'étude des
convergences de fonctions renormalisées qui les codent. L'idée d’utiliser un codage par une
fonction pour étudier des arbres aléatoires remonte a Harris [54]. L'intérét réside dans les faits
combinés que ces fonctions ont d’intéressantes propriétés probabilistes et qu’il existe de nom-
breuses stratégies disponibles permettant de prouver une convergence fonctionnelle. Nous al-
lons présenter trois différentes fonctions (la marche de Lukasiewicz, la fonction de hauteur et
enfin la fonction de contour) codant un méme arbre, tout en présentant leurs spécificités.

Codage par la marche de Lukasiewicz

Soit T un arbre fini, et considérons u(0) < u(l) < --- < u(¢(t) — 1) ses sommets rangés dans
I'ordre lexicographique. La marche de Lukasiewicz W(t) = (W,,(7),0 < n < ((7)) de T est
définie par Wy(t) =0et, pour 0 <n < ¢(1) —1:

Wn+1(T) = Wn(T) + ku(n) (T) — L

Voir Fig. 1.2 pour un exemple.
Pour tout arbre T, il est facile de voir (par exemple par récurrence) que W, (1) > 0 pour
0<n<(t)—1, etque We(r)(T) =L

14



1.1. Arbres de Galton-Watson

FIGURE 1.2 — Un arbre T dont les sommets sont numérotés dans I'ordre lexicogra-
phique, et sa marche de Lukasiewicz associée. Ici ¢(t) = 26.

La caractéristique cruciale de ce codage est le fait que la marche de Lukasiewicz d'un arbre
de Galton-Watson se comporte comme une marche aléatoire conditionnée. Plus précisément,
soit (W, ;n > 0) une marche aléatoire sur Z, issue de 0 et dont la loi des sauts est donnée par
v(k) = p(k + 1) pour k > —1. On note ¢; = inf{n > 0; W,, = —1}. La proposition suivante peut
étre trouvée dans Le Gall & Le Jan [76, Corollaire 2.2] ou Bennies & Kersting [13, Proposition 2].

Proposition 1.1.1. Supposons que la moyenne de w est au plus 1. Alors la loi de (Wy, Wi, ..., W¢,)
coincide avec celle de la marche de Lukasiewicz d'un GW , arbre. En particulier, le nombre de sommets
d’un GW , arbre a la méme loi que ;.

Il est crucial de remarquer que la marche aléatoire (W,,)n>1 est centrée si et seulement si p
est critique.

Quand bien méme le codage par la marche de Lukasiewicz d'un arbre T est une bijection,
certaines caractéristiques naturelles de T ne peuvent pas lues « simplement » sur W(t) (par
exemple le nombre d’individus présents a une génération donnée). Mentionnons tout de méme
que des exceptions existent : par exemple, pour trouver le nombre maximal d’enfants d'un
sommet de 7, il suffit d’ajouter un au saut maximal de W(t).

Marche de Lukasiewicz d’un arbre de Galton-Watson conditionné et transformée de Vervaat

Un corollaire extrémement utile de la Proposition 1.1.1 permet d’identifier la loi de la marche
de Lukasiewicz d'un arbre de Galton-Watson conditionné & avoir un nombre de sommets fixé.
Plus précisément, soit n > 1 tel que P, [((T) =n] > 0 et notons t, un GW, arbre condi-
tionné a avoir n sommets. Alors la loi de (Wy(tn), Wi (tn), ..., W (t.)) coincide avec la loi de
(Wo, W4, ..., W, ) sous la loi conditionnelle P[- | {; = n].

En utilisant un procédé appelé transformation de Vervaat, que nous allons maintenant dé-
crire, il est possible de se ramener a étudier la loi de de (W, W1,..., W, ) sous la loi condi-
tionnelle plus simple P[-|W,, = —1]. [l n’y a plus de condition de positivité sous ce nouveau
conditionnement, ce qui simplifie dans une grande mesure plusieurs points techniques. Pour
définir la transformée de Vervaat, nous avons d’abord besoin d’introduire quelques notations.

15



Chapitre 1. Arbres de Galton-Watson conditionnés

Six = (X1,...,%Xn) € Z™ et i € Z/nZ, on note x'') le i-iéme translaté cyclique de x dé-
fini par x](f) = Xitk modn pour I < k < m. Soient n > 1 un entier et x = (xq,...,Xn) €
Z™. On pose wj =x; +---+x; pour 1 < j < n et on note i,(x) I'entier positif défini par
i.(x) =1inf{j > 1; wj; = min;ci<n Wi}. La transformée de Vervaat de x, notée V(x), est par dé-
finition x(* ™)) Tl est également possible de définir la transformée de Vervaat d'une fonction de
D([0, 1], R) (voir Définition ??). La propriété évoquée au début de ce paragraphe est la suivante
(il s’agit d"un fait bien connu, voir par exemple [90, Section 5]) :

Proposition 1.1.2. Soit (W,,,n > 0) la méme marche aléatoire que dans la Proposition 1.1.1 et po-
sons Ry = Wy — Wy pour k > 1. Soit n > 1 un entier tel que P[W,, = —1] > 0. Alors Ia
loi de V(Ry,...,R,) sous P[-|W,, = —1] coincide avec la loi de (Ry,...,R,) sous la loi conditionnée
P[-[C; =nl

En particulier, d’apres la Proposition 1.1.1, la loi de V(R4,...,Ry) sous P[-|W,, = —1] coin-
cide avecla loi de (Wi (tn), Wa(tn) — Wi(tn),... . Wa(tn) — Wh_1(tn)).

Codage par la fonction de contour

Pour définir la fonction de contour d'un arbre T, imaginons une particule qui explore 1’arbre
en partant de la racine a vitesse unité (on suppose que toutes les arétes de 1’arbre sont de lon-
gueur unité), de la fagon suivante : lorsque la particule quitte un sommet u, celle-ci se dirige, si
possible, vers le premier enfant de u qu’elle n’a pas encore visité, sinon elle revient au parent de
u. Pour 0 < t < 2(¢(1)—1), C¢(7) est alors défini comme étant égal a la distance entre la particule
et la racine de 1. Pour des raisons techniques, on pose C(1) = 0lorsque t € [2({(T) — 1), 2¢(T)].
La fonction C(T) est appelée fonction de contour de 'arbre T (voir Fig. 1.3 pour un exemple).
Si la particule se trouve a un sommet u € T a l'instant t € [0, 2(¢(T) — 1)], on dit que u est visité
par la fonction de contour a I'instant u.

0 10 20 30 40 50 0 5 10 15 20 25 30

FIGURE 1.3 — Respectivement les fonctions de contour et de hauteur de I'arbre T de
la Fig. 1.2.

Donnons une définition plus formelle de C(T). A cet effet, pour u,v € T,notons uw/Av1’ancétre
commun de plus grande génération parmi tous les ancétres communs de wet v. Si ly,...,1,
désignent les feuilles de 1, C(1) est définie comme étant la fonction affine par morceaux sur
R, dont les pentes sont —1 ou +1, et dont les valeurs des extremas locaux sont successivement
O) “vll) |11 AN 12|) |12|» ) “’pfl N\ 1p|) |lp|> 0.
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1.1. Arbres de Galton-Watson

Utiliser le codage par la fonction de contour présente certains avantages : certaines proprié-
tés se lisent plus aisément sur C(1) que sur W(t) (par exemple la hauteur de T est simplement
le supremum de C(t)) et nous verrons dans la section 1.1.5 qu'une convergence des fonctions
de contour renormalisées implique une convergence au sens de Gromov-Hausdorff des arbres,
vus comme espaces métriques compacts.

Finalement, une propriété trés importante dont jouit la fonction de contour d"un arbre de
Galton-Watson est celle d’invariance par retournement du temps. Plus précisément, sous P,,,
les deux fonctions (C¢(T),0 < t < 2¢(1) —2) et (Caor(r)—2-1(T),0 < t < 2¢(1) — 2) ont méme loi.
Expliquons comment cette propriété sera appliquée. Considérons (B )n>1 une suite de réels

strictement positifs divergeant vers +oo, (t,,n > 1) une suite d’arbres aléatoires et C (M) Ja

fonction définie sur [0, 1] par C{™ = 2-Cae(0,) 2t

Proposition. Supposons que, pour tout a € (0,1), (C™Mo<t<a) converge en loi lorsque n — oo

dans I'espace C([0, a],R). Alors (c™ o<t < converge en loi lorsque n — oo dans 'espace
C([0, 1, R).

Pour démontrer ce résultat, il suffit de remarquer que la convergence des marginales fini-
dimensionnelles est une conséquence immédiate de I'hypothese et que la tension au point a = 1
provient de l'invariance par retournement du temps évoquée précédemment.

Cependant, la fonction de contour d’un arbre de Galton-Watson ne satisfait pas en général
a la propriété de Markov (sauf dans le cas particulier d"une loi de reproduction géométrique),
ce qui rend son étude complexe.

Codage par la fonction de hauteur

La fonction de hauteur H(t) = (H,(7),0 < n < (¢(7)) est définie par H, (1) = [u(n)| pour
0 < n < (7). Pour des raisons techniques, on pose Hy (1) = 0 pour k > (7). On prolonge alors
H(t) a R, par interpolation linéaire en posant H(t) = (1 —{t})H ¢, (T) +{t}H |11 (T) pour t > 0,
ou {t} =t — |t] (voir Fig. 1.3 pour un exemple).

L'étude de la fonction de contour se fera par le truchement de la fonction de hauteur. En
effet, d'une part il est possible d’exprimer de maniere exploitable H(t) en fonction de W(1),
et d’autre part C(t) en fonction de H(t). Précisons cela. La proposition suivante, obtenue in-
dépendamment par Le Gall & Le Jan [76, Corollary 2.2] et Bennies & Kersting [13, Section 5],
exprime le fait que (Hy(T), ..., Hn(T)) est une fonction mesurable de (Wy(T),..., Wy (7)) pour
tout entier 0 < n < (1) — 1.

Proposition. Pour tout entier 0 <n < ¢(t) —1,0na:
H,. (1) = Card {j ; 0<j <n, W) = <1{1£ WL(T)} ) (1.2)
]\ \n

Ainsi, bien que H(T) ne satisfasse pas en général a la propriété de Markov sous P,,, la fonc-
tion de hauteur est intimement liée a la marche de Lukasiewicz, qui elle est markovienne.

Afin de préciser le lien entre H(t) et C(7), il est nécessaire d'introduire quelques notations.
Pour 0 < p < ((7), notons b, = 2p — H,(7), de sorte que b, représente le premier temps d’at-
teinte par la fonction de contour du (p + 1)-iéme sommet de T dans l'ordre lexicographique (en
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Chapitre 1. Arbres de Galton-Watson conditionnés

effet, a cet instant-la la fonction de contour aura visité deux fois toutes les arétes constituant le
sous-arbre formé par les (p + 1) premier sommets de 7, sauf les arétes de 1'unique chemin re-
liant la racine au (p+1)-ieme sommet, qui sont au nombre de H, (T)). Posons b () = 2({(T) — 1).
Alors pour 0 <n < (1) —lett e (by,bpy1):

Cole) — Hp(t)— (t—b,)  sit€ [bp,bys—1)
¢ t—bpy + Hpaa(1) site by —1,by 1),

et C¢(T) = Hepry—1(T) = (t = ber)—1) sit € [beiry—1, bern).

1.1.4 Limites d’échelle d’arbres de Galton-Watson critiques

Soit u une loi de reproduction critique, et comme précédemment, t,, désigne un GW,, arbre
conditionné a avoir n sommets pour chaque n > 1 tel que P, [((T) =n] > 0. Dans cette partie,
nous présentons les résultats connus concernant les limites d’échelle des différentes fonctions
introduites codant t,,. Avant cela, nous introduisons les différents espaces fonctionnels mis en
jeu.

Espaces fonctionnels

Soit I un intervalle. On note C(I, R) 'espace des fonctions continues de I dans R muni de la
topologie de la convergence uniforme sur tous les compacts de I, qui en fait un espace polonais,
c’est-a-dire un espace métrique complet et séparable. On note aussi D(I,R) 'espace des fonc-
tions continues a droites et ayant des limites a gauche en tout point (cadlag) de I dans R, muni
de la topologie J; de Skorokhod, qui en fait un espace polonais (voir [20, chap. 3], [57, chap. VI]
pour les définitions et les propriétés usuelles de la topologie de Skorokhod).

Variance finie : le théoréme d’Aldous

Commencons par rappeler la définition de I’excursion brownienne normalisée (e)o<i<i. A
cet effet, considérons un mouvement brownien réel (B()>o. Notons g; = sup{t < 1; B =0} et
d; =inf{t > 1; By = 0}. Il est clair d; — g; > 0 presque stirement. Pour 0 < t < 1 on pose alors

Cr = Bgl+t(d1*91)/\/ di — gi.

Rappelons que o° désigne la variance de p.

Théoréme 1.1.3 (Aldous). On suppose que w est critique et que 0 < 0 < oo. Alors la convergence

o (d)
0<t L
(QﬁCQnt(tn)a 0<t< 1) sl

a lieu en loi dans 'espace C([0, 1], R).

Un exemple d’application intéressante de ce théoreme concerne la hauteur H(t,,) de t,, : en
remarquant que H®(t,) est le supremum de C(t,), il découle immédiatement du Théoreme
1.1.3, que H(tn)/+/n converge en loi, lorsque n — oo, vers 2 sup e. La fonction de répartition
de sup e est une fonction de Jacobi (voir [18]). Avec une hypothese supplémentaire, Marckert &
Mokkadem prouvent la convergence jointe suivante.
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1.1. Arbres de Galton-Watson

Théoréme (Marckert & Mokkadem [79]). Soit w une loi de reproduction critique vérifiant 0 < 0* <
co. On suppose de plus qu'il existe oc > 0 tel que 3, e*'1; < oo. Alors :

o (0

1
<G—ﬁWLntJ(fn)>mHnt(fn)> Qﬁc2nt(tn)) = (et ey et)ogi<i-

0<t<1

Domaine d’attraction d’une loi stable : le théoreme de Duquesne

Une généralisation substantielle du théoréme d’Aldous au cas ou p est dans le domaine
d’attraction d’une loi stable a été obtenue par Duquesne. Rappelons que si 0 € (1, 2], on dit que
i est dans le domaine d’attraction d’une loi stable d’indice 0 si 6 = 2 et la variance de p est
strictement positive et finie, ou bien si p([j, 00)) = L(j)/j® pourj > 1,ou L: R, — R, estune
fonction telle que L(x) > 0 pour x suffisamment grand et lim,_,, L(tx)/L(x) = 1 pour tout t > 0
(une telle fonction est dite a variation lente). Dans la suite de cette partie, 0 € (1, 2] est fixé.

Dans le cas stable, la version continue de la marche de Lukasiewicz est 1’excursion norma-
lisée d’un processus de Lévy particulier. Plus précisément, soit (X)¢>o un processus de Lévy
strictement stable spectralement positif d’indice 0 (voir [15] pour des détails concernant les
processus de Lévy). En d’autres termes, E [exp(—AX)] = exp(tA®) pour t > 0 et A > 0 (lorsque
0 = 2, X est simplement V2 fois le mouvement brownien réel). En revanche, lorsque 0 € (1,2),
la version continue des fonctions de hauteur et contour est un autre processus, appelé le pro-
cessus de hauteur d’indice 6, que nous allons décrire (nous renvoyons a [37, Chapitre 1]) pour
les détails). Pour 0 < s < t, on pose I = inf,c <t X;. Soitt > 0.Si 0 = 2, on pose Hy = Xy — I,
Sinon, on pose

t
Hy = £1_>n10 é JO 1{X5<I§+e}dsa (1.3)
la limite existant en probabilité. Le processus (H)¢>¢ admet une modification continue que
nous considérerons dorénavant. Donnons brievement une motivation a cette définition. Pour
t > 0 notons X*) le processus défini par XY = X, — X(t—s)— pour 0 < s < t et posons

-~

St = SUDp<rs X{Y. Alors il est possible de prouver que H; a la méme loi que le temps local

au temps t (convenablement normalisé) du processus S'*) — X(t). Ainsi, H, correspond intuiti-
vement a la « mesure » de I'ensemble {0 < s < t; Xs = infi<,<¢ X;}, par analogie avec (1.2). Par
ailleurs, les excursions de H au-dessus de 0 coincident avec les excursions de X — I au dessus
de 0.

Les excursions normalisées X®* et H** sont ensuite définies a partir de X et H comme suit.
Pourt > 0, onpose Iy = infjg ) X. Soientg, = sup{s < 1; X; =I}et(; =inf{s > 1; X; = IS}—gl.
Pour 0 < t < 1 on pose alors :

1

(Xixc) Hixc) — (Cl_g(xgﬁ(?lt — Xgl)) Clg_ Hgl-i-Clt) .

Le processus H®* est appelé excursion normalisée du processus de hauteur d’indice 0 et vérifie
p.s. HF = HP = 0 et HZ > 0 pour t € (0, 1) (voir Fig. 1.4 et ?? pour des simulations).

Théoreme 1.1.4 (Duquesne [36]). Soit u une loi de reproduction critique dans le domaine d’attraction
d’une loi stable d'indice © € (1,2]. Il existe une suite de nombres réels strictement positifs B,, — oo telle
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L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
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Cet énoncé mérite quelques remarques :

Il est possible d’expliciter B, en fonction de la loi de reproduction p. Si 02 est la variance de

T

B, =oy/n/2 si 02 < oo,

Bn = IT'(1—06)"/® inf {x >0; u(lx,00)) < E} sic?=o0etO < 2.
Lorsque 0® = oo et 6 = 2, la formule est légerement plus compliquée et nous renvoyons au
Théoréme ?? pour un énoncé précis. Dans tous les cas, il est possible de montrer que (B,,/n'/®),, 5,
est a variation lente, de sorte que B,, est de l’ordre de nt/e,

Lorsque 0 = 2, les deux processus X et H* sont égaux et ont la loi de /2 - e. Ainsi, dans
ce cas, les trois processus limites sont identiques. En revanche, pour 0 # 2, H* n’est pas un
processus markovien. Nous avons déja signalé que Marckert & Mokkadem [79] ont démontré
le résultat dans le cas 0 = 2 dans le cas particulier ol p a un moment exponentiel.

1.1.5 R-arbres compacts

Nous expliquons maintenant la construction d’arbres continus, appelés R-arbres compacts,
a partir d"une certaine classe de fonctions de type excursions. Par définition, un espace métrique
(7, d) est un R-arbre si pour tous u,v € T les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) II existe une unique isométrie f,, , : [0, d(u,v)] — T telle qu'on ait f (d(u,v)) =v et
fu,v(o) =14,

(ii) siq:[0,1] — T est une application injective continue telle que q(0) = u et q(1) = v, alors
q(10,1]) = fu v (10, d(u, v)]).

Un R-arbre enraciné est un triplet (7, p, d) ot (7T, d) est un R-arbre p = p(7) est un sommet
distingué appelé racine, et sera souvent simplement noté J s’il n'y a pas d’ambiguité possible
sur p et d. Dans tout ce qui suit, tous les R-arbres seront compacts.
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1.1. Arbres de Galton-Watson

On dit que deux R-arbres compacts enracinés T et T sont équivalents s’il existe une bijection
isométrique entre T et T’ préservant la racine, et on note T 1’ensemble des classes d’équivalence
de R-arbres compacts enracinés.

Soit g : [0, 1] — R, une fonction continue telle que g(0) = g(1) = 1. Pour s, t € [0, 1], on pose

dg(s,t) =g(s)+g(t)—2 min g(r).

re[sAt,s\Vt]

Il est facile de voir que dq est une pseudo-distance sur [0, 1]. On introduit alors la classe d’équi-
valence associée a dg : on pose s L t si et seulement si dg(s,t) = 0 (intuitivement, on identifie
les points du graphe de g qui sont en vis-a-vis), et on note py : [0,1] — 7 la projection cano-
nique. Si on note T4 = [0, 1]/ R 'espace métrique quotient, alors (T,p4(0), dg) est un R-arbre
compact enraciné (voir [38, Théoreme 2.1]).

Dans le cas particulier oii g = e, ou e est ’excursion brownienne normalisée, le R-arbre
(Te, de) est appelé arbre brownien continu (abrégé en CRT pour « Continuum Random Tree »)
et a été introduit par Aldous au début des années 1990. Plus généralement, pour un parametre
0 € (1,2], 'arbre de Lévy stable de parametre 6 est par définition le R-arbre (Tyjex, dpex), qui a
été introduit par Duquesne & Le Gall [37].

Finalement, il est possible de munir Tz d’une topologie, appelée topologie de Gromov-
Hausdorff, qui en fait un espace polonais, ce qui fournit un cadre privilégié pour étudier des
convergences au sein de cet espace. Si (E, 8) est un espace métrique, on notera 8y la distance de
Hausdorff usuelle entre les compacts de E. Si (T, p, d) et (T, p’, d’) sont deux R-arbres compacts
enracinés, on note :

den((T,p,d), (77,0, d")) = inf (S (d(T), ®(T)) V 8(d(p), d'(p"))],

ou l'infimum est pris sur toutes les injections isométriques ¢ : T — Eet ¢’ : T — Ede Tet T’
dans un méme espace métrique (E, d) (nous renvoyons a [24] pour des précisions concernant la
topologie de Gromov-Hausorff). Il est clair que dgn ((7T, p,d), (T7',p’,d’))) ne dépend que des
classes d’équivalence de (T, p,d) et (T’,p’,d’) au sein de Tg. L'espace métrique (Tg, dgn) est
alors complet et séparable [42, Théoreme 1].

D’apres [38, Lemme 2.3], si g,g" € C([0,1],R}) sont deux fonctions nulles en 0 et en 1,
alors dgn(7g,Tg) < 2||g — g’||.- En utilisant cette propriété, il est possible de reformuler les
théoremes d’Aldous et Duquesne en termes de convergence de Gromov-Hausdorff. Plus préci-
sément, pour un arbre T et o« > 0, notons (T, - dgr) 'espace métrique obtenu en multipliant par
« les distances de graphes au sein de T, la racine de T étant un point distingué. Le Théoréme
1.1.4, dont nous gardons les notations, fournit alors le corollaire suivant :

Bn (d)
(tn, ? . dgr) n—} (THEXC, dHexc),

la convergence ayant lieu en loi dans I’espace (Tr, dgh).
Pour conclure, signalons toutefois que la convergence au sens de Gromov-Hausdorff d’arbres
n’implique pas nécessairement celle des fonctions de contour associées.
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1.1.6 Historique et motivations

Nous concluons la partie consacrée a la présentation des objets qui nous intéressent par un
bref historique présentant des travaux consacrés aux arbres de Galton-Watson conditionnés.
Nous ne rentrons volontairement pas dans une description des résultats évoqués.

Au début furent les processus de Bienaymé-Galton-Watson

Les prémices des processus de Bienaymé-Galton-Watson remontent au milieu du XIX®*™®
siecle, ottils sont introduits afin d’estimer la probabilité d’extinction de noms de familles nobles.
En 1845, Bienaymé [19] affirme, sans justification mathématique, que la probabilité d’extinction
vaut un si la moyenne de la loi de reproduction est inférieure a un. En 1875, Galton & Watson
[98] proposent une approche fondée sur des méthodes de fonctions génératrices. Si la méthode
est judicieuse, une erreur s’est glissée dans leur travail (ils concluent que la probabilité d’ex-
tinction vaut toujours 1, voir [12, Chapitre 9]), et il faut attendre 1930 pour que Steffensen [97]
donne une solution compléte. Nous renvoyons a [64, 12] pour une étude historique détaillée.

Des lors, le comportement asymptotique des processus de branchement en temps grand a
suscité de nombreux travaux; nous renvoyons aux ouvrages [78, Section 12] et [11] pour un
descriptif des résultats en ce sens.

La naissance du CRT : I’arbre brownien continu

A partir de la deuxieme moitié du XX®™e siécle, différentes communautés se sont intéressées
au comportement asymptotique d’arbres aléatoires tirés uniformément au sein d’une certaine
classe ou bien conditionnés «a étre grands », en étudiant certaines de leurs caractéristiques.
Au frontiéres de la combinatoire et de l'informatique, en utilisant des méthodes de fonctions
génératrices et de combinatoire analytique, diverses statistiques de ces arbres aléatoires ont été
considérées, comme le degré maximal, le nombre de sommets de degré fixé ou encore le profil
de I'arbre. Nous renvoyons a I'ouvrage [35] pour un traitement détaillé.

Dans le début des années 1990, au lieu de n’analyser que des propriétés spécifiques, Aldous
a eu l'idée d’étudier la convergence de grands arbres aléatoires dans leur globalité. Plus préci-
sément, Aldous [3] a expliqué comment voir des arbres aléatoires comme des sous-ensembles
compacts aléatoires de ’espace 1;, et a prouvé dans ce cadre qu'un arbre de Galton-Watson dont
la loi de reproduction est une loi de Poisson de parametre 1, conditionné a avoir n sommets,
converge, lorsque n — oo, vers un sous-ensemble compact aléatoire appelé Continuum Random
Tree, abrégé en CRT. Un peu plus tard, Aldous [4, 5], a proposé une construction simple du
CRT a partir de I'excursion brownienne normalisée ¢, et a démontré que la fonction de contour
renormalisée d"un arbre de Galton-Watson de loi de reproduction critique et de variance fi-
nie, conditionné a avoir n sommets, converge, lorsque n — oo, vers e. Le CRT apparait ainsi
comme un objet limite universel, en ce sens que des GW arbres de lois de reproduction diffé-
rentes convergent vers le méme objet continu.

Dans le cas particulier ot la loi de reproduction admet un moment exponentiel, Marckert &
Mokkadem [79] ont étendu le résultat d’Aldous en prouvant que la marche de Lukasiewicz, les
fonctions de contour et de hauteur, convenablement renormalisées, convergent conjointement
vers la méme excursion brownienne normalisée.
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En 2003, Evans, Pitman & Winter [43] suggerent d’utiliser le formalisme des R-arbres, in-
troduits auparavant a de fins géométriques et algébriques (voir par exemple [89]), et de la to-
pologie de Gromov-Hausdorff, introduite par Gromov [51] pour démontrer ce qui est connu
sous le nom de Théoréme de Gromov sur les groupes a croissance polynomiale. Ce point de
vue, consistant a voir des arbres comme espaces métriques abstraits, est maintenant largement
utilisé et a permis de donner un cadre naturel et efficace pour étudier des convergences de
graphes aléatoires (qui ne sont pas nécessairement codés par une fonction de type excursion).
Par exemple, Haas & Miermont [53] ont démontré que plusieurs types d’arbres aléatoires non
planaires, convenablement renormalisés, convergeaient lorsque leur nombre de sommets tend
vers l'infini vers le CRT.

Arbres de Lévy

Un pas important a été franchi dans la généralisation des résultats d’Aldous par Le Jan &
Le Gall [76] qui ont entre autres étudié le cas ou la loi de reproduction p est dans le domaine
d’attraction d'une loi stable d'indice © € (1, 2]. Le Gall & Le Jan ont prouvé que la fonction de
hauteur, convenablement renormalisée, d'une forét de GW,, arbres convergeait en loi vers le
processus de hauteur d’indice 6. Ce processus a ensuite été étudié en détail par Duquesne &
Le Gall dans la monographie [37] et leur a permis d’introduire les arbres de Lévy. Duquesne
[36] a démontré que la fonction de contour, convenablement renormalisée, d'un GW,, arbre
conditionné a avoir n sommets, convergeait en loi, lorsque n — oo, vers le processus de hauteur
normalisé H* d’indice 0 codant I’arbre de Lévy stable d’indice 0. Ces travaux ont initié 1’étude
de nombreuses propriétés fines des arbres de Lévy, voir par exemple [38, 39, 1]

Autres types de conditionnements

Des conditionnements faisant intervenir d’autres quantités que la taille totale ont été consi-
dérés en vue de différentes applications. Sous I’hypothese de variance finie, I’étude asympto-
tique d’arbres de Galton-Watson conditionnés a avoir une hauteur au moins n a été initiée par
Kesten [65] et a intéressé d’autres auteurs (voir Aldous & Pitman [8], Geiger [49] et [59, Section
22.2], ce dernier ne se limitant pas a la variance finie). Le conditionnement & avoir une hauteur
n, plus délicat, a été étudié dans [50, 72]. D’autres types de conditionnements faisant intervenir
des degrés particuliers ont récemment fait I’'objet de plusieurs travaux. Ainsi, toujours dans le
cas de la variance finie, Rizzolo [94] a introduit le conditionnement a avoir un nombre fixé de
sommets de degrés appartenant a un sous-ensemble fixé de N*, tandis que Broutin & Marckert
[23] et Addario-Berry [2] considérent des arbres aléatoires ayant une suite fixée de degrés.

Arbres de Galton-Watson non génériques

L'étude des arbres de Galton-Watson conditionnés non critiques se ramenant souvent au cas
critique (voir paragraphe 1.1.2), les lois de reproduction non critiques ont été longtemps délais-
sées, et ce n'est que trés récemment que Jonsson & Steffansson [62] ont approfondi le cas ou
on ne peut pas se ramener a une loi de reproduction critique, cas appelé non-générique. Jons-
son & Steffansson s’intéressent aux limites locales d’arbres de Galton-Watson non-génériques
conditionnés, et d’autres travaux [60, 59] ont poursuivi cette étude.
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1.2 Grands arbres de Galton-Watson critiques conditionnés

Une grande partie de cette thése consiste a étudier les limites d’échelle d’arbres de Galton-
Watson critiques. Notre premiere contribution donne une nouvelle preuve plus simple du théo-
réme de Duquesne, et la seconde s’intéresse aux arbres de Galton-Watson conditionnés a avoir
un (grand) nombre de feuilles fixé.

1.2.1 Une nouvelle preuve du théoreme de Duquesne

Le Gall [72] a récemment donné une preuve alternative du théoreme d’Aldous en utilisant
une propriété d’absolue continuité entre deux mesures d’Itd6 conditionnées. Dans cette partie,
nous expliquons comment ces idées peuvent étre généralisées au cas ot i est dans le domaine
d’attraction d’une loi stable, ce qui permet de donner une preuve plus simple du théoreme
de Duquesne. Nous présenterons les idées mises en jeu en détail, car elles seront cruciales dans
I’étude du conditionnement par un nombre de feuilles fixé. Nous renvoyons au chapitre ?? pour
les détails.

Un role clé est joué par la mesure d’'Itd, que nous commengons par introduire rapidement.

Mesure d’Ito

Notons I; = infocs<t Xs pour t > 0. Le processus X — I vérifie la propriété de Markov forte,
et 0 est régulier vis-a-vis de lui-méme pour ce processus. On peut donc choisir —I comme temps
local pour X — I au niveau 0 (comme X est spectralement positif, le processus —I est continu).
Notons (gi, di),i € J les excursions de X — I au-dessus de 0. Pour tous i € Jet s > 0, on pose
w! = X(g,+s)rd, — Xg,, qui est un élément de I'espace des excursions & défini par

E={weDR,,R.); w(0) =0et {(w) :=sup{s>0; w(s) >0}e (0,00)}.

Pour w € &, on appelle ¢((w) la durée de vie de I’excursion w. D’apres la théorie des excursions,
la mesure ponctuelle

N(dtdw) = ) 8 1, w1

est une mesure de Poisson d’intensité dtN(dw) sur R, x &, ou N(dw) est une mesure o-finie
sur & appelée mesure d’Ito.

L'expression de la transformée de Laplace de X indique une invariance par changement
d’échelle : pour tout ¢ > 0, le processus (¢ /%X, t > 0) a la méme loi que X. Ceci va per-
mettre de donner un sens a la mesure conditionnée N (- | = 1) (I'événement {( = 1} étant de
mesure d’It6 nulle, le conditionnement considéré n’a pas de sens a priori) . En effet, pour A > 0,
soit S I'opérateur de changement d’échelle défini sur € par S (w) = (A°w(s/A), s = 0).
La propriété d’invariance par changement d’échelle de X garantit que I'image de la mesure
N(-| ¢ > t) par S1/¢ ne dépend pas de t > 0. Cette loi, a support sur I’ensemble des excursions
de durée de vie unité, est notée N (- | = 1). Intuitivement, il s’agit de la loi d’une excursion
sous la mesure d’'Itd conditionnée a avoir une durée de vie unité.

En utilisant la formule d’approximation (1.3), il est également possible de définir le proces-
sus de hauteur H sous N ainsi que sous N ( -| ¢ = 1) (voir [36]). Laloide (X,H) sous N (-|{ = 1)
coincide avec la loi de (X, H®*¢) définie dans la Section 1.1.4 (voir [25, 36]).
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1.2. Grands arbres de Galton-Watson critiques conditionnés

On rappelle que (W,;n > 0) est une marche aléatoire sur Z, issue de 0 et dont la loi
des sauts est donnée par v(k) = p(k + 1) pour k > —1. On rappelle également la notation
¢y =inf{n > 0; W,, = —1}. Suivant (1.2), on pose pourn > 0 :

HnW:Card{j;0<j<n,Wj: inf WL}.

NS
Pour simplifier I’exposition, nous allons d’abord expliquer comment prouver la convergence
de la premiere composante dans (1.4), puis celle de la seconde.
Convergence de la marche de Lukasiewicz renormalisée : transformée de Vervaat

Compte tenu de la Proposition 1.1.1, la convergence de la premiére composante dans (1.4)
est équivalente a

1
((Bn 0<t<1

Nous suivons 'approche de Duquesne [36] pour prouver cette convergence qui est mainte-
nant standard, et renvoyons a [36] pour les détails. En utilisant un argument d’absolue conti-
nuité entre la loi de (W, ..., W|nq) sous P[-|W; = —1] et (Wy,...,W|nq)) valable pour tout
a € (0,1), puis un argument de retournement du temps, on prouve la convergence

1
_Wnt)
<<Bn e o<t

ou XP* désigne le pont de Lévy stable d’indice 0, qui peut étre informellement vu comme le pro-
cessus X conditionné par X; = 0. On conclut en prenant la transformée de Vervaat, combinant
la Proposition 1.1.2 avec le fait que la transformée de Vervaat de X" est X®.

n—oo

a
G = Tl) 1) (Xt)ogt<1  sous N(-|C=1).

W, = —1> — (th)r)ogtgh

Convergence de la fonction de hauteur renormalisée : d"'un théoréme limite inconditionnel
vers un théoréme limite conditionnel

Expliquons maintenant comment prouver la convergence de la seconde composante dans
(1.4), chose bien plus délicate. D’apres la Proposition 1.1.1, celle-ci est équivalente a

Bn
0<t<1

Etape préliminaire : théoreme limite inconditionnel. On part d’un théoréme limite sans
conditionnement di a Duquesne & Le Gall [37] :

G = Tl) 1) (He)oce<a  sous N(-|C=1). (1.5)

n—oo

1 Bn (d)
(EWLMJ» ?HT\/LVt) 0 o (Xt, He) o (1.6)

La convergence de la premiére composante est une simple généralisation au cas stable du théo-
réme d’invariance de Donsker, mais obtenir la convergence du couple est plus délicat.
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Chapitre 1. Arbres de Galton-Watson conditionnés

Etape 1 : théoreme limite conditionné par un événement de mesure d’It6 non nulle. Soit
A C & un sous-ensemble mesurable d’excursions tel que N(A) > 0. D’apres le théoreme de
représentation de Skorokhod, nous pouvons supposer que la convergence (1.6) a lieu presque

stirement (la marche aléatoire W apparaissant dans (1.6) dépendrait alors de n). Pour simplifier

les notations, soit H(™ le processus défini par H™ = BxHY pour t > 0. Notons H(™*) la pre-

miere excursion de H™ au-dessus de 0 appartenant a A, ainsi que H*) la premiére excursion
de H au-dessus de 0 appartenant a A. Il est naturel de s’attendre a ce que H™?*) — H*) lorsque
n — oo. Supposons un instant que cette derniere convergence ait lieu. Alors H™?) a la loi de
la fonction de hauteur normalisée d’'un GW,, arbre conditionnée a étre dans A, et, d’apres les
propriétés des mesures ponctuelles de Poisson, H*) suit la loi conditionnelle N(-|A). Ainsi,
sous I'hypothese Hyp , : H™?) — HA) lorsque n — 0o, nous obtenons :
(d)
(H(nJ} H™M ¢ A) = H sous N(-|A). (1.7)
Duquesne & Le Gall [37, Section 2.5] ont prouvé que Hyp, est vérifiée lorsqu’on prend
A ={w; ((w) > 1}, et Le Gall [72, Théoréme 5.1] a démontré que, lorsque la variance de p est
finie, Hyp 5 est vérifiée dés que A est ouvert et que N{w € €; d(w,A) < €}) = N(A) quand
e — 0. En particulier, en prenant A = {w ; ((w) > 1}, nous obtenons la convergence :

Bn
>0

Par ailleurs, en utilisant le fait les excursions de W au-dessus de son minimum courant coin-
cident avec les excursions de H au-dessus de 0, il n’est pas difficile d’obtenir la convergence
jointe suivante (voir [37, Section 2.5] et [72] pour les détails) :

1 B
— W, “tyw
( < Bn [nt]s n nt) 50

Etape 2 : théoréme limite conditionné par un événement de mesure d’It6 nulle. Comme
I'ensemble d’excursions A ={w ; ((w) = 1} est de N mesure nulle, il n’est pas possible d"utiliser
(1.7) afin d’obtenir (1.5). Un autre argument est ainsi nécessaire. L'idée originelle de Duquesne
consistait a utiliser une transformée de Vervaat pour les fonctions de hauteur et contour. Nous
présentons une autre approche, qui, dans le cas de la variance finie, est due a Le Gall [72], et
repose sur une relation d’absolue continuité entre N(-[{=1) et N(-[{ > 1).

On commence par établir que pour tout a € (0, 1),

BTL w
( <THLntJ)
0<t<a

On fixe F : D([0, a], R) — R une fonction continue bornée. En utilisant la propriété de Markov

G = n) — (Ht)tso sous N(-[¢>1).

n—o0

G = Tl) ﬂ (X, Ht)t>0|C > 1). (1.8)

G = n) ﬂ (Ht)ogtga sous N(-[C=1). (1.9)

de W au temps [na|, on montre qu’il existe une fonction DY N = R, telle que

Bn
E{F(?H\L’KH;Ogtga)

B,
{1 = n] —E {F (THYTVLH ;0<t< a> Dy (Winy))

C1>T11-
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1.2. Grands arbres de Galton-Watson critiques conditionnés

L'utilisation d’une relation d’absolue continuité entre les lois conditionnelles P[-|{; = n] et
P[-]¢; > nl] remonte a Le Gall & Miermont [75]. Des estimées techniques établissent ensuite
I'existence d"une application 'y : R, — R, telle que DL (j) est de l’'ordre de ', (j/Bw) pour une
certaine plage de valeurs de j. Par ailleurs, des propriétés de la mesure d’It6 donnent la relation
d’absolue continuité suivante :

,—{Proposition 1.} \

Pour s > 0, notons p; la densité de X;. Pour s,x > 0 posons qs(x) = >ps(—x) et
Ta(x) = 0q1—a(x)/[; . dsqs(x). Alors:

N (F((He)oct<a)Ta(Xa)I ¢ > 1) = N (F((He)ogt<a)| G = 1)

Ainsi, en utilisant (1.8), il vient :

B

n—oo

F(H, a)la(Xq) | C>1)
:N(F(Ht; a) | ¢=1).

Y

]}EI;OE {F ( Hey s 0<t< a) Dy (WLanJ)‘ (1> “}
0
0

St<
St<

Pour conclure, on montre que (1.9) a également lieu pour a = 1 en utilisant un argument fondé
sur I'invariance par retournement du temps de la fonction de contour.
Finalement, signalons que dans le cas de la variance finie, Le Gall [72] utilise un théoreme

local limite fort pour estimer la densité D, Cependant, dans le cas stable, il n'y a pas de
théoréme connu de ce type, ce qui nous oblige a utiliser un autre argument.

1.2.2 Conditionnement par le nombre de feuilles

Nous nous intéressons également aux propriétés asymptotiques d’arbres de Galton-Watson
conditionnés a avoir un (grand) nombre de feuilles fixé. On rappelle que A(T) désigne le nombre
de feuilles de 1. Considérons une loi de reproduction critique pu dans le domaine d’attraction
d’une loi stable d’indice 6 € (1, 2], et pour chaque n > 1 tel que P, [A(T) = n] > 0, notons main-
tenant t,, un arbre aléatoire de loi conditionnée P, [ |A(T) = n]. Afin de simplifier I’exposition,
supposons que P, [A(T) =n] > 0 pour n suffisamment grand. On rappelle que (B,,) est la suite
de nombres réels tendant vers 1'infini apparaissant dans le Théoreme 1.1.4.

Notre contribution principale consiste a obtenir un équivalent de la probabilité P, [A(T) = n]
lorsque n — oo, et a prouver la convergence de la marche de Lukasiewicz et des fonctions de
hauteur et de contour de t,, convenablement renormalisées et ainsi d’étendre le théoréeme de
Dugquesne au cas ou on conditionne par le nombre de feuilles.

Nous présentons les résultats et idées principales, et renvoyons au chapitre ?? pour les dé-
tails. Les notations restent les mémes que dans la Section 1.1.
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Chapitre 1. Arbres de Galton-Watson conditionnés

Concentration du nombre de feuilles

Lorsque le nombre de feuilles d'un arbre est fixé, le nombre de sommets ne l'est générale-
ment pas. Une premiere étape clé consiste ainsi a comprendre le comportement du nombre de
feuilles d"'un GW, arbre avec n sommets, et, réciproquement, le nombre de sommets d'un GW,,
arbres avec n feuilles :

,—{ Proposition 2.} \

Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout n assez grand :

0 P ||M2 o] > i etelel =] <o,

n n

(ii) P, [7\(’() —net ’c(w) - ul > 5(7)3/4] < e oV,
0

D’apres la Proposition 1.1.1, le nombre de feuilles d'un GW,, arbre a la méme loi que la
somme 5 | Tyw, —w, ,—_1). En effet, les feuilles de 'arbre correspondent au sauts d’amplitude
—1 de la marche de Lukasiewicz. En remarquant que cette derniere somme est constituée de
variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de parametre 1, la Proposition 2 est obtenue
par des techniques de grandes déviations. Signalons qu’une technique similaire a été utilisée
par Marckert & Mokkadem [79].

Loi jointe (¢(T),A(T))

Un autre ingrédient important est la détermination de la loi jointe de ({(T),A(T)) sous P, :

,-{Proposition 3.] \

Ona,pourl <n <p,

1
P.[C(t) =p,A(t) =n] = B P[S, =n] IP>[W}’,7n =n—1], (1.10)
ou S, est la somme de p variables aléatoires de Bernoulli indépendantes et W’ est la
marche aléatoire W conditionnée a ne faire que des sauts positifs.

Avant de donner 1'idée de la preuve de cette formule, nous avons besoin dintroduisons
la notation A(p) =Card{0 <i<p—1; Wiy, —W; =—1}. D’apres la Proposition 1.1.1, nous
avons P, [((T) =p,A(T) =n] =P[A(p) =n, { = pl. Un argument de type «lemme cyclique »
permet d’écrire 1'égalité

MMM=WQ=M=%MMm=mM$=4L
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1.2. Grands arbres de Galton-Watson critiques conditionnés

La Proposition 3 en découle aisément : en effet, il reste a choisir la place de n sauts d’amplitude
—1, ce qui va donner la contribution P [S,, = n}, et une fois qu’on a enlevé ces sauts, il nous reste
une marche aléatoire conditionnée a ne pas faire de sauts d’amplitude —1 et devant valoirn —1
al'instant p — n, donnant la contribution P [W/, | =n —1].

En sommant (1.10) par rapport a la plage de valeurs de p (fournie par la Proposition 2)
apportant une contribution significative, une transformation série-intégrale et 1'utilisation de
théoremes locaux limites estimant les probabilités apparaissant dans le terme de droite de la

formule de la Proposition 3, permettent d’obtenir 1'estimée suivante, ot p; désigne la densité
de Xl-

Théoréme 4.

Ce résultat est & comparer avec I'équivalent classique de P, [((T) =n] : lorsque n — oo, on a
P, [¢(t) =n] ~ p1(0)/(nBy) (cela découle immédiatement du théoreme local limite et de I'éga-
lité¢ P, [((T) =n] =P [W,, = —1] /n).

Limites d’échelle

Citons maintenant I’extension du théoreme de Duquesne au conditionnement par le nombre
de feuilles :

~ Théoréme 5. \

Le triplet

1 Be(t) Be(,)
Wietn )y =o 5 Cactnre (tn), 775 Hettne (bn
(Bc(tn) \_C(fn)tj( )) C(tn) QC(fn)t( )3 C(tn) C(fn)t( )

0<t<1

converge en loi, lorsque n — oo vers (X, Hy, Hi)oct<i sous N( | ¢ = 1).

\ J

Lorsque n — oo, ((t,)/n converge en probabilité vers 1/, de sorte qu’il est possible de
remplacer les facteur 1/B¢ () et B¢(¢,)/C(tn) par respectivement uy /By et uy /*Bn/n sans

changer le résultat du théoreme. Ceci amene a plusieurs applications intéressantes :

. 7 . 171 e : Z b
- la suite d’arbres aléatoires | t,, /9By . g + | converge en loi au sens de la métrique de
) 0 n g

Gromov-Hausdorff, lorsque n — oo, vers (Tpex, dpjex),

1—1/6&

- lorsque n — oo, W, - H(t,) converge en loi vers supyc<; HY,

- sionnote A(t,,) le degré maximal de t,,, alors u(l)/ 0 éA(tn) converge en loi vers la quantité
Supg < <1 (XT — XEE).
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Chapitre 1. Arbres de Galton-Watson conditionnés

Finalement, la convergence de la marche de Lukasiewicz renormalisée joue un role important
dans I'étude des laminations stables (voir section 2.1.2 et chapitre ??).

La preuve du Théoréme 5 suit la structure générale exposée dans la partie 1.2.1. La premiére
étape est de prouver le Théoreme 5 lorsque t,, suit la loi P, [-|A(T) > n]. En reprenant les no-
tations de la partie 1.2.1, il n’est malheureusement pas possible de trouver un sous-ensemble
A C E d’excursions tel que (H™|H™ € A) soit distribué selon P,, [ |A(T) > n]. Un autre argu-
ment est donc nécessaire. L'idée est d"utiliser le résultat de concentration de la Proposition 2 afin
d’en déduire que les deux mesures conditionnées P, [-|A(T) > n] et P, [ |¢(T) > pon —n?¥/ 4}
sont proches pour n grand. On en tire le théoreme limite souhaité sous P, [-|A(T) > n] a partir
de celui sous P, [ - | {(T) > n]. La deuxieme étape consiste a utiliser une relation d’absolue conti-
nuité entre les deux mesures conditionnées P, [- |A(T) > nl] et P, [-|A(T) = n], puis de controler
la densité obtenue.

Si le cheminement est similaire a celui de la preuve alternative du théoreme de Duquesne,
les estimées techniques nécessaires sont délicates et de multiples difficultés surviennent du fait
que le nombre total de sommets n’est pas fixé.

1.3 Arbres de Galton-Watson non génériques

Nous nous intéressons maintenant aux limites d’échelle d’arbres de Galton-Watson de loi de
reproduction p non générique, c’est-a-dire, en reprenant les notations de la Section 1.1.2, pour
laquelle il n’existe pas A > 0 tel que Z, < oo et u*) soit critique.

L’étude de grands arbres de Galton-Watson non génériques conditionnés n’a été initiée que
récemment par Jonsson & Steffansson [62], qui se sont intéressés a leurs limites locales.

1.3.1 Limites locales d’arbres de Galton-Watson conditionnés
Convergence locale

Si(Th)ns1 € TN est une suite d’arbres et T € T, on dit que T,, converge localement vers T
si pour tout u € U, ky(Ty,) = ky(T) lorsque n — oo. Il est possible de munir T d"une distance
dioc qui métrise cette notion de convergence et qui fait de (T, dio. ) un espace métrique complet
et séparable (voir [59, Section 6]).

Une définition équivalente de la topologie locale, plus usuelle, passe par la convergence des
«boules » centrées en la racine. Plus précisément, soit U™ = [J* {1,...,m}*, etpour T € T
notons T = T n U™, Ainsi, T™/ est obtenu a partir de T en tronquant T a la génération m
et en ne gardant que les m premiers enfants des sommets qui restent. Il est alors possible de
montrer que, lorsque n — oo, T, — T si et seulement si Tﬁm} — Tml pour tout m > 1 (voir [59,
Section 6]). La définition de convergence locale sous cette derniere forme a été proposée par
Jonsson & Steffansson [62]. La raison de l'introduction de U™ provient du fait que les arbres
considérés ne sont pas nécessairement localement finis.
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1.3. Arbres de Galton-Watson non générigues

L’arbre de Galton-Watson conditionné a survivre

Nous allons maintenant décrire la construction d’un arbre aléatoire infini qui sera la limite
locale de grands arbres aléatoires. Soit v une loi de reproduction critique ou sous-critique.
On note m, sa moyenne. Soit ¥ la variable aléatoire définie par P [} = k| := kvy/m, pour
k > 0. On introduit également la variable aléatoire S, définie comme suit. 5Si m, < 1, on pose
P[Sy =il =(1—my)mi ' pouri>1,etsim, =1onposeS, = .

FIGURE 1.5 — Un exemple de réalisation de ?V. Ici, I'épine dorsale est constituée des
sommets 0, 1,13, 131, 1312.

Soit ‘3}, I’arbre aléatoire infini construit informellement de la maniére suivante (voir [59,
Section 4] pour une définition plus précise). On commence avec une épine dorsale ayant un
nombre aléatoire de sommets distribué selon S,.. On greffe ensuite des branches (voir figure 1.5)
comme suit. D’une part, en haut de I'épine dorsale, on attache un nombre infini de branches,
chaque branche étant un GW,, arbre (si S, = oo, I’épine dorsale est infinie et on n’effectue pas
cette opération). D’autre part, a chaque autre sommet de I"épine dorsale, on attache un nombre
aléatoire de branches distribué selon 3 — 1 soit a gauche soit a droite de 1’épine de dorsale,
chaque branche étant un GW , arbre. Si k nouvelles branches ont été greffées sur un sommet, le
nombre de branches greffées a gauche de ce sommet est uniformément distribué sur {0, ..., k}.
De plus, tous les choix aléatoires sont indépendants.

Janson [59, Théoréme 7.1] a prouvé que pour n’importe quel arbre simplement généré T,, as-
socié a une suite de poids, il existe une loi de reproduction critique ou sous-critique v telle que
Tn converge localement en loi vers ‘j'v. Nous renvoyons a [59, Théoréme 7.1] pour la construc-
tion explicite de v a partir de la suite de poids, mais précisons que si T, est un GW,, arbre
conditionné a avoir n sommets, 1'égalité v = u n’est pas toujours vérifiée. Cependant, on a
v = u lorsque p est critique ou bien p est sous-critique et le rayon de convergence de ) p;z'
vaut 1.

Cette convergence tres générale était connue dans plusieurs cas particuliers. En 1986, Kes-
ten [65] a construit T, lorsque v est critique et a prouvé la convergence locale de T, vers ﬁu
lorsque T, est un GW,, arbre conditionné a avoir hauteur au moins n, avec p critique et de va-
riance finie (mais sa méthode s’adapte aisément au cas ot J,, est un GW,, arbre conditionné a
avoir n sommets avec p critique et de variance finie). La construction de ‘j'v lorsque v est sous-
critique est due a Jonsson & Steffansson [62], qui ont démontré le résultat décrit précédemment
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Chapitre 1. Arbres de Galton-Watson conditionnés

lorsque T, est un GW,, arbre conditionné a avoir n sommets, avec p sous-critique et telle que
w; ~ c/i'P lorsque 1 — oo, oti ¢ > 0, > 1 sont des constantes.

FIGURE 1.6 — Un exemple de réalisation de t;po4 lorsque p est sous-critique et
W ~c/i'*P avec p = 1.5.

Condensation

Supposons que la loi de reproduction p soit sous-critique et que w; ~ ¢/i'*F lorsque i — oo,
ol ¢ > 0, > 1 sont des constantes. Notons m la moyenne de p et posons y = 1 — m. Soit ,, un
arbre aléatoire distribué selon P, [- | {(T) = nJ. Jonsson & Steffansson [62] ont mis en évidence
un phénomene de condensation en prouvant que si A(t,,) désigne le degré maximal de t,, alors
A(t,)/n converge en probabilité vers 1 — m, et qu’avec probabilité tendant vers 1 les autres
degrés sont o(n).

Cependant, ce phénomene de condensation n’est pas universel parmi toutes les lois de re-
production non-génériques. En effet, Janson [59, Example 19.37] a construit un exemple de loi
de reproduction p pour laquelle il existe deux sous-suites (n;) et (n;) telles que d’une part
A(tn;) = o(n;), et d’autre part toya deux sommets de degré nj/ /3, avec probabilité tendant vers
1 lorsque j — oo.

1.3.2 Limites d’échelle

Soit t, un arbre aléatoire distribué selon P, [-|(t) =n], avec p une loi de reproduction
non-générique. Notre contribution a la théorie des arbres non génériques consiste a étudier,
pour des lois de reproduction non génériques particulieres, des propriétés globales de t,, qui ne
peuvent pas a priori étre obtenues a partir de la seule convergence locale de t,, lorsque n — oo.

Soit © > 1 fixé. Nous faisons les hypotheéses suivantes sur . :

(i) w estsous-critique (c’est-a-dire 0 < 3 %, j; < 1).

(ii) Il existe une fonction a variation lente £ : R, — R, telle que p, = £(n)/n'*° pourn > 1.
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1.3. Arbres de Galton-Watson non générigues

L'hypothese (ii) est légerement plus générale que le cas p; ~ c¢/i'™P étudié par Jonsson &
Steffansson [62] et Janson [59, Théoréme 19.34]. Notre dessein est de répondre aux questions
suivantes : les marches de Lukasiewicz, fonctions de contour et hauteur de t,,, convenablement
renormalisées, convergent-elles ? Si on note u, (t,,) le sommet ayant le plus d’enfants de t,,, que
est le degré de u,(t,,) (et quelles sont ses fluctuations) ? Quelle est la hauteur de u,(t,)? Et
enfin, quelle est la hauteur de t,, ?

Les notations de la partie 1.1.3 sont gardées. En particulier, (W,;;n > 0) désigne une marche
aléatoire sur Z, issue de 0 et dont la loi des sauts est donnée par v(k) = p(k + 1) pour k > —1.
Convergence de la marche de Lukasiewicz : lois sous-exponentielles

Rappelons que 1'on note A(t) le plus grand nombre d’enfants d’un sommet de T (en parti-
culier, le degré maximal de T est soit A(T), soit A(T) + 1).

"o
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FIGURE 1.7 — Respectivement la marche de Lukasiewicz et la fonction de contour
de I'arbre de la Fig. 1.6.

Le résultat suivant établit la convergence de la marche de Lukasiewicz normalisée de t,,.

—~ Théoréme 6. \

Soit U(t,) = min{j > 0; Wj1(tn) — Wj(tn) = A(t,) — 1} I'indice du premier sommet
de t, dans 'ordre lexicographique ayant le plus grand nombre d’enfants. Alors :

(i) U(tn)/n converge en probabilité vers 0 lorsque n — oo.

.. W; (t P
(i) Ona sup iltn) B,
0<igU(ty) M n—eo

0.

(iii) La convergence suivante a lieu en loi dans D([0, 1], R) :

W nevus)+1) (tn)
n

,0<t<1) D yi-v,0<t< ).

Alt,) @
‘yn n—o00

(iv) Ona

33



Chapitre 1. Arbres de Galton-Watson conditionnés

La propriété (ii) implique que (W ny)(tn)/n,0 < t < 1) ne converge pas en loi dans l'espace
D([0,1],R) vers (y(1 —t),0 < t < 1), ce qui explique pourquoi on ne considere W(t,,) qu’a partir
de l'instant U(t,,) dans (iii). Ces résultats indiquent qu’avec probabilité tendant vers 1 lorsque
n — oo, il existe un unique sommet de t,, ayant approximativement yn enfants, dont 1'indice
lexicographique est o(n), et tous les nombres d’enfants de tous les autres sommets de t,, sont
o(n). Ceci est bien stir cohérent avec les résultats précédemment mentionnés de Jonsson &
Stefansson et Janson.

I est possible de comprendre intuitivement 'apparition de la quantité y. En effet, soit t;
I’arbre aléatoire composé d"une racine sur laquelle on greffe cn GW,, arbres indépendants, avec
c > 0. Or, comme m < 1, le nombre moyen de sommets d'un GW,, arbre est 1/(1 —m) = 1/y.
Ainsi, E[((t])] = cn/y. Si on admet un instant que t,, et t/, sont proches, nous devons avoir
cn/y =n, ce qui donne c =y.

La preuve du Théoréme 6 passe par un lien avec des marches aléatoires conditionnées dont
la loi des sauts est (0, 1]- sous-exponentielle dans le sens suivant.

Soit A = (0, s] avec s € R’ U{oo}. Pour x > 0, on pose x +A = (x,x+s). Soit p une mesure de
probabilité sur R et considérons une marche aléatoire (Z,,),>( issue de 0 dont la loi des sauts
est p. On dit que p est A — sous-exponentielle si p(x + A) > 0 pour x suffisamment grand, et,
pourtousy € Retn > 1:

A P[Z, A
lim plx+y + ):1, lim Zn € X ]:1.

X—00 p(x + A) X—00 Tlp(X, + A)

Cette notion a été introduite par Asmussen, Foss & Korshunov [10]. Lorsque p est A-sous-
exponentielle, il existe une suite d,, — oo telle que
P[Z, € x+ Al

lim su —11=0
oo s, | Mp(x+ A) ’

et plusieurs travaux ont donné des conditions sur (d,,) pour que cette formule soit vérifiée (voir
[32]).

Armenddriz & Loulakis [9] ont étudié le comportement de marches aléatoires conditionnées
dont la loi des sauts est A — sous-exponentielle. Avant de citer leur résultat, introduisons 1’opé-
rateur T : Up>1R™ — Up > R™ qui échange la derniere composante et la (premiere) composante
maximale d"une suite de nombre réels :

max X; sik=n

1<i<n
T(X1y. -y Xn)k = £ Xn si xx > max Xi et xx = max Xxj .
1<i<k k<i<n
X1 sinon.

Théoréme 1.3.1 (Armendariz & Loulakis, Théoreme 1 dans [9]). Soit p une mesure de probabilité
A — sous-exponentielle et soit (Z,,)n >0 la marche aléatoire associée. Posons Ry, = Z, —Z_; pourm > 1
de sorte que Z,, = Ry + --- + Ry. Pour m > 1et x > 0, s0it W, x la mesure de probabilité sur R™ qui
est la loi de (Ry,...,Ry) sous la loi conditionnelle P[-| Z,, € x + Al. Alors il existe une suite q,, — oo
telle que :

lim sup  sup  |pnxo T '[A xRl —p®M D [A]| =0.
N7 x>qn A€B(RM1)
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1.3. Arbres de Galton-Watson non générigues

Ce résultat signifie que sil’on considére une marche aléatoire sous P[-|Z,, € x + Al et qu'on
enleve le saut maximal, alors asymptotiquement il nous reste n — 1 sauts qui se comportent
comme des variables i.i.d de loi p. Nous renvoyons a [9] pour le lien entre la suite (g, ) et la
suite (d,,) évoquée précédemment.

Expliquons maintenant comment utiliser le Théoreme 1.3.1 pour étudier la marche de Luka-
siewiczde t,. D’ apres la Proposition 1.1.1, (W; (t,), . . ., Wi (tn)) ala méme loi que (W4, ..., W,,)
sous P[-|{; = —1]. Etudions d’abord (W, ..., W, ) sous le conditionnement P [ - | W,, = —1] qui
est plus simple (il suffit ensuite d’apphquer une transformée de Vervaat). Un calcul simple
donne E [W;] = —y = m — 1. Comme il est plus commode de travailler avec variables aléatoires
centrées, posons W, = W, +ynet R, =W,—-W,_; pourn > 1, de sorte que W, =R;+---+R,.

Il s’agit donc d’étudier (Ry, ..., Ry) sous P [-| W, =yn — 1]. Or, d’apres nos hypothéses sur
woonalP [W; € (x,x+ 1] ~ £(x)/x' 9 lorsque x — co. Mais alors, d’apres [32, Théoréme 9.1],
on a pour tout € > 0 fixé, uniformémenten x > en:

IP’[V_VnE(x,x—l—l]] ~ npP Wle(x,x—l—lﬂ.

n—oo

Ceci permet de dire que la loi de R; est (0, 1] — sous-exponentielle et d’appliquer le résultat
d’Armendériz & Loulakis avec q,, = en. Ceci est 'argument clé pour prouver le Théoreme 6.
Nous renvoyons au chapitre ?? pour les détails.

En particulier, le Théoréme 6 reste vrai si on affaiblit la condition « i, = £(n)/n'*° » en
la condition plus générale « p est (0, 1] — sous-exponentielle et on peut appliquer le Théoreme
1.3.1 avec q,, = en ». Cependant, tous les autres résultats qui vont suivre utilisent de maniere
cruciale le fait que p est dans le domaine d’attraction d"une loi stable.

Le raisonnement précédent permet également de décrire les fluctuations autour de yn du
nombre d’enfants du sommet ayant le plus grand nombre d’enfants. En effet, avec probabilité
tendant vers 1 quand n — oo, yn — A(t,,) se comporte comme la somme de n — 1 variables
aléatoires i.i.d. dans le domaine d’attraction d"une loi stable d’indice 2 A 6. On rappelle que
(Xt)t>0 est un processus de Lévy stable spectralement positif d'indice 2 /\ 6.

r—| Théoréme 7. N

Il existe une fonction a variation lente L telle que

Alty) —yn (d)

Lnl/CA  noe N

Localisation du sommet de degré maximal

Rappelons la notation u,(t,) pour le (premier) sommet ayant le plus d’enfants de t, et
U(t,) pour l'indice du premier sommet de t, dans I'ordre lexicographique ayant le plus grand
nombre d’enfants. Il est possible de décrire la position de u,(t,) dans l'arbre t,,
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Chapitre 1. Arbres de Galton-Watson conditionnés

\

r—l Théoréme 8.

Les deux convergences suivantes ont lieu :
(i) Pouri>0,P[U(t,) =1 — v -P,[C(t)>1+1].
n—oo

(i) Pouri>0,P[u,(t.) =1 — (1—m)m"

n—o0

J

Il est crucial de remarquer que les lois limites obtenues pour U(t,,) et |[u,(t,)| sont des mesures
de probabilité sur N (ne chargeant pas +o00). Le point (i) se démontre a partir du Théoréme 6 par
un argument d’absolue continuité. Le point (ii) s’obtient en combinant (i) avec la convergence
locale présentée en Section 1.3.1. Précisons qu'il ne suffit pas de dire que u,(t,,) « converge »
vers le haut de I'épine dorsale de la Section 1.3.1 : il faut encore pouvoir dire que u,(t,) ne

s’échappe pas vers «1'infini », ce qui est exactement contenu dans le point (i).

Hauteur de l’arbre

La hauteur H(t,,) de t,, ne croit pas comme une puissance de n, contrairement a ce qui se

passe dans le cas critique :

\.

r—l Théoréme 9.

Pour toute suite (A,,)n>1 de nombres réels strictement positifs divergeant vers l'infini,

on a

In(n)
RO B I

J

Cela vient du fait que J(t,) est proche de la hauteur d"une forét de yn GW,, arbres indé-
pendants et qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que P, [H{(7) > k] ~ ¢ - m* lorsque k — oo.
Le Théoreme 9 permet de régler la question de la convergence renormalisée des fonctions de

hauteur et de contour de t,, :

\.

r—[Théoréme 10.}

Soit (T )n>1 une suite de nombre réels strictement positifs. Pour tout n > 1, on pose
soit Y™ = (Cone(tn)/Tn, 0 < t < 1), s0it YV = (Hpyy (tn) /10,0 < £ < 1).

(i) Si tn/In(n) — oo, alors Y™ converge en loi dans C([0, 1], R) vers la fonction
nulle sur [0, 1] lorsque n — oo.

(ii) Sinon, la suite (Y()),,5, n’est pas tendue dans €([0, 1], R).

Voir Fig. 1.7 pour une simulation de la fonction de contour de t,.
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La triangulation brownienne :

theme et variations
W

Au début des années 1990, Aldous s’est intéressé aux triangulations d"un polygone régu-
lier inscrit dans le cercle unité, et a prouvé que lorsque son nombre de cotés tend vers l'infini,
une triangulation choisie uniformément au hasard converge, en un certain sens, vers une tri-
angulation « continue » aléatoire du disque unité, appelée triangulation brownienne. Dans ce
chapitre, il s’agit de généraliser le résultat d’Aldous a diverses classes de configurations non
croisées aléatoires construites a partir des sommets du polygone. Les arbres de Galton-Watson
conditionnés a avoir un nombre de feuilles fixé seront la pierre angulaire de ces travaux.

2.1 Dissections et laminations aléatoires

2.1.1 Triangulations uniformes et triangulation brownienne

Soit, pour n > 3, P,, le polygone régulier du plan dont les sommets sont les racines n-iémes
de 'unité. Par définition, une dissection de P,, est I’'union des cotés de P,, et d’une collection
de diagonales qui ne peuvent s’intersecter qu’en leurs extrémités. Les faces sont les compo-
santes connexes du complémentaire de la dissection a l'intérieur de P,,. Une dissection est une
triangulation lorsque toutes les faces sont des triangles.

Il est clair qu'une triangulation est un sous-ensemble compact du disque unité fermé D.
Considérons une triangulation aléatoire %,,, choisie uniformément au hasard parmi toutes les
triangulations de P,,. Aldous [6, 7] a eu l'idée d’étudier la convergence de T,,, lorsque n — oo,
au sein de l'espace métrique des sous-ensembles compacts de D muni de la distance de Haus-
dorff. Il a démontré que T,, convergeait en loi, lorsque n — oo, vers un sous-ensemble compact
aléatoire de D appelé « triangulation brownienne », que nous définissons maintenant.

Soit e une excursion brownienne normalisée. Rappelons la relation d’équivalence s ~ t sur
[0,1] introduite dans la Section 1.1.5 : pour s < t, on pose s ~ t si et seulement si on a
€s = @¢ = Min,¢[s,¢) €. On définit alors (voir Fig. 2.1 pour un exemple) :

L((B) _ U [e—Qiﬂs)e—Qint]' (21)
s~ t

L’excursion brownienne étant invariante par retournement du temps, il est possible de rem-
placer [e =27 e 27 par [e%7S | e%™!] sans changer la loi de L(e), mais nous gardons les signes
négatifs car nous préférons parcourir le cercle dans le sens horaire.
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Chapitre 2. La triangulation brownienne : théme et variations

FIGURE 2.1 — Une excursion brownienne e et la triangulation brownienne associée
L(e).

En utilisant le fait que les minimas locaux de e sont presque stirement différents, il est aisé
de voir que L(e) est p.s. fermé et composé de cordes qui ne s’intersectent pas, et que L(e) est
effectivement une triangulation, en ce sens que son complémentaire a l'intérieur de D est p.s.
constitué d’une union disjointe de triangles dont les sommets sont sur le cercle unité.

Théoréme 2.1.1 (Aldous [6]). La convergence suivante a lieu :

(d)

Th L(e).

n—oo

En conséquence, la longueur de la plus longue diagonale de T, converge en loi vers la lon-
gueur de la plus longue corde de L(e), et I'aire du triangle de plus grande aire de ¥,, converge
vers 'aire du plus grand triangle de L(e). Les lois de ces deux quantités dépendant de L(e) sont
explicites (voir [6]).

Par ailleurs, Aldous [6] et Le Gall & Paulin [77] ont prouvé que L(e) est p.s. de dimension
de Hausdorff 3/2.

Finalement, signalons que deux autres modéles de triangulations aléatoires continues ont
récemment été étudiés : 1'un construit récursivement, introduit par Curien & Le Gall [27] et
’autre invariant par transformations conformes, introduit par Curien & Werner [29].

Il s’agit maintenant de donner une idée des techniques utilisées pour démontrer le Théo-
réme 2.1.1 et d’expliquer l'apparition de la définition (2.1). Le point clé est d’associer a une
triangulation uniforme de P, un arbre binaire uniforme a 2n — 3 sommets par dualité, comme
représenté sur la Figure 2.2.

Si T est une triangulation, on note ¢(¥) son arbre binaire associé. Considérons un triangle
tixé de T,,, subdivisant les cotés de P,, en trois ensembles. Intéressons-nous a la proportion de
cotés dans chacun de ces ensembles. Sur la Figure 2.2, le triangle spécifié subdivise les cotés de
Ps en trois ensembles dont les proportions sont respectivement 4/8,2/8,2/8.

Ces proportions peuvent également étre lues sur la fonction de contour de l’arbre binaire :
si on considere un sommet u € ¥, qui n'est pas une feuille et qu'on note s;(u), so(u), s3(u)
les temps successifs de visites de u par la fonction de contour (I’arbre étant binaire, u est vi-
sité exactement trois fois), alors il est clair que le nombre total d’arétes visitées par la fonction
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FIGURE 2.2 — Une triangulation de Ps et son arbre binaire associé par dualité.

AN

s1(u) so(u) s3(u)

FIGURE 2.3 — La fonction de contour de I'arbre binaire de la Figure 2.2

de contour entre les instants s;(u) et sy(u) (resp. sa(u) et s3(u)) est (so(u) — si(u))/2 (resp.
(ss(u) — s2(u))/2), car chaque aréte est visitée deux fois.

Or un arbre binaire a k arétes si et seulement si il a k/2 + 1 feuilles. Ainsi, le triangle as-
socié a u par dualité subdivise les cotés de P, en trois ensembles dont les proportions sont
respectivement

<32(u)—81(u)+2 s3(u) — sz(u) +2 1_83(u)—sl(u)+4)
4n ’ 4n ’ 4n ‘

Or ¢(¢(%,)) = 2n — 3, de sorte que ¢(T,,) est un arbre binaire uniforme a 2n — 3 som-
mets, autrement dit un arbre de Galton-Watson de reproduction p donné par py = py = 1/2,
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Chapitre 2. La triangulation brownienne : théme et variations

conditionné a avoir 2n — 3 sommets. Le Théoréme 1.1.3 nous donne alors :

(GG anlolz.)) e @2

D’apreés le théoreme de représentation de Skorokhod, on peut supposer que cette convergence
a lieu presque stirement. Soit alors un instant s; de minimum local de e. Il existe sy, s3 € [0, 1]
tels que 51 < s3 < szeteg, = €5, = €5, = MiNy¢[s,,s,) €r. Considérons le triangle

U [67217151, ef2i7rs)-]. (23)

1<1,j<3

Par définition, chaque triangle de L(e) peut étre représenté sous cette forme. Nous allons main-

tenant voir que le triangle (2.3) peut étre approché par des triangles de T, lorsque n — oo.

D’apres (2.2), il existe des suites sg ), sé ), Sy ) telles que s /(4n 6) = sy pouri=1,2,3

ete s = B = @) = = min relsit, sy Br- D’apres la d1scu551on précédente, il existe un trlangle

de ‘Z dont les proportlons sont respectlvement

(sé‘” W—siVw+2 s w sV w2 (s W = s () + 4)
) y LT :
4dn dn 4n
Or, lorsque n — oo, ce triplet converge vers (s; — 51,53 — S2, 1 — (s3 — 81)), qui sont exactement
les proportions du cercle délimitées par le triangle (2.3).

Cet argument permet de montrer que chaque triangle de L(e) est proche, au sens de la dis-
tance de Hausdorff, d"un triangle de %, lorsque n — oo, ce qui implique que L(e) est contenue
dans n'importe quelle valeur d’adhérence de la suite (F,,). Or L(e) est une triangulation maxi-
male, en ce sens qu’il n’est pas possible de tracer une nouvelle corde sans en intersecter aucune
autre. On en déduit alors la convergence T, — L(e).

I1 est important de voir que dans cette esquisse de preuve le fait qu’on travaille avec des
arbres binaires est crucial : d’une part, on utilise le fait que chaque sommet d’un arbre binaire
qui n’est pas une feuille (sauf la racine) est visité exactement trois fois par la fonction de contour
et, d’autre part, on utilise le fait qu’il existe une relation explicite entre le nombre de sommets
et le nombre de feuilles d"un arbre binaire.

2.1.2 Laminations stables

Notre but est maintenant de généraliser le résultat d’Aldous a des dissections aléatoires qui
ne sont pas nécessairement des triangulations.

L'équivalent continu d"une dissection est une lamination géodésique : par définition, une
lamination géodésique (ou lamination) de D est un sous-ensemble fermé L de D qui est I'union
d’une collection de cordes qui ne s’intersectent pas. La lamination L est dite maximale si elle est
maximale au sens de l'inclusion parmi toutes les laminations géodésiques de D. Par exemple,
la triangulation brownienne L(e) est une lamination maximale. Il est facile de voir que les lami-
nations forment un sous-ensemble fermé vis-a-vis de la distance de Hausdorff.
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2.1. Dissections et laminations aléatoires

En géométrie hyperbolique, les laminations géodésiques sont définies comme des sous-
ensembles fermés du disque hyperbolique (voir [22]). Cependant, comme dans [27], nous voyons
les laminations comme des sous-ensembles compacts de D pour pouvoir étudier leur conver-
gence au sens de la distance de Hausdorff.

Généralisons le modele d”Aldous des triangulations uniformes en considérant une suite de
nombres réels positifs u = (1;);j>0, appelée suite de poids. Pour n > 2, on note LL,, 'ensemble
des dissections de P, 1, et on pose

Zn — Z H p'deg(f)fl’

wELy f face de w

ou deg(f) est le degré de la face f, a savoir le nombre d’arétes sur la frontiere de f, et, pour
chaque n > 2 tel que Z,, # 0, on introduit la mesure de probabilité de Boltzmann sur L,
associée a la suite de poids p :

Phw) == J] #acsr w € L.

™ f face de w

Cette définition est similaire a celle des arbres aléatoires simplement générés introduits en Sec-
tion 1.1.2. Deux cas sont particulierement intéressants :

- pour unentierp > 3,sipy =1—-1/(p—1), up—1 = 1/(p—1) et uy = 0sii ¢{0,p —1}, alors
Pk est la mesure uniforme sur I’ensemble des dissections de L, dont toutes les faces ont
degré p (dans ce cas, il faut se restreindre aux valeurs de n telles que n — 1 est multiple de
P — 2). En particulier, pour p = 3 on retrouve le modele des triangulations uniformes.

- Sipgy =2—+v2etw = ((2—+v2)/2)""! pour i > 2, nous verrons dans la section suivante
que P% est la mesure uniforme sur L,,.

Pour n > 2 tel que Z,, # 0, soit £,, une dissection aléatoire de L., de loi Pk. Est-ce que la
suite (£,,) converge en loi, lorsque n — oo, vers une lamination aléatoire du disque ?

Nous répondons par l'affirmative a cette question dans le cas ol u est critique et appar-
tient au domaine d’attraction d’une loi stable d’indice 0 € (1,2]. Commengons par définir la
lamination aléatoire limite. Rappelons la notation H*¢ pour le processus de hauteur normalisé
d’indice 6 (voir Section 1.1.4). Soit ~"™ la relation d’équivalence sur [0, 1] définie par s =" t
si HSC = HPC et HY > HS pour tout r € (s At,s V1), oubiensi (s, t) est la limite d"un couple
satisfaisant a ces propriétés. Posons alors :

]’_(HGXC) _ U [6—21715) e—Zint].

s H™C ¢t

Voir Fig. 2.4 pour des exemples.
Il est facile de vérifier que L(H®) est une lamination aléatoire de D, appelée lamination
stable d'indice 6 du disque. Pour 6 = 2, L(H*) a la méme loi que L(e) (car H* a la méme loi

que\/ﬁ-e
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Chapitre 2. La triangulation brownienne : théme et variations

FIGURE 2.4 — Dissections aléatoires de Py7153 pour © = 1.1, Pyi655 pour 0 = 1.5 et de
Pa099g pour 0 =1.9.

r—[Théoréme 11.} \

On suppose que p est une mesure de probabilité critique, dans le domaine d’attraction
d’une loi stable d’indice 0 € (1, 2] avec u; = 0. Alors :

d
@,

en L(He).

n—oo

De plus, L(H®*¢) est presque stirement de dimension de Hausdorff 2 — 1/6.

Ainsi, des que p est de variance finie et pu; = 0, il y a convergence de £,, vers la triangulation
brownienne, qui vérifie donc une propriété d’universalité. En particulier, les dissections uni-
formes dont toutes les faces ont un degré p > 3 fixé convergent en loi vers la triangulation
brownienne (ceci provient du fait que certaines arétes dégénerent a la limite pour ne donner
que des triangles, et rappelle le fait que des arbres aléatoires conditionnés non nécessairement
binaires convergent vers 1’arbre brownien, dont tous les points de branchement sont binaires).
En revanche, si 0 € (1, 2), des faces de degré infini apparaissent. Ceci est réminiscent du travail
de Le Gall & Miermont [75] sur les cartes aléatoires tirées suivant des poids de Boltzmann, ot
des grandes faces demeurent a la limite lorsque la suite de poids a une queue lourde.

Le point clé pour établir le Théoréme 11 est de remarquer que le dual ¢(£,,) de £,,, construit
comme dans la Figure 2.2, ala méme loi qu"un arbre de Galton-Watson de loi de reproduction p,
conditionné a avoir n feuilles. L'idée directrice de la preuve suit alors celle du cas des triangula-
tions uniformes en utilisant nos résultats concernant les arbres de Galton-Watson conditionnés
a avoir un nombre de feuilles fixé.

Cependant, quelques différences majeures par rapport au cas des triangulations sont a noter,
entrainant une complexification des arguments :

- I'arbre ¢(£,) n’étant plus forcément binaire, chaque sommet n’est pas nécessairement
visité exactement trois fois par la fonction de contour. Au lieu d’utiliser la convergence de
la fonction de contour renormalisée de ¢(£,), il faut alors plutdt utiliser la convergence
de la marche de Lukasiewicz renormalisée de ¢ (£, ), garantie par le Théoreme 5.
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2.2. La triangulation brownienne : une limite universelle de configurations non croisées aléatoires

- lorsqu’un arbre n’est pas binaire, il n'y a pas de relation simple entre le nombre de som-
mets et le nombre de feuilles. Il s’agit alors d’utiliser les résultats de concentration établis
par la Proposition 2 pour contrdler le nombre de feuilles d"un arbre de Galton-Watson
conditionné.

- la lamination L(H®) n’est pas maximale pour 0 # 2.

2.2 Latriangulation brownienne : une limite universelle de
configurations non croisées aléatoires

Apres nous étre intéressés a des dissections aléatoires tirées suivant des poids de Boltzmann,
nous nous penchons sur d’autres modéles de configurations non-croisées tirées aléatoirement
selon une loi uniforme. Un modele que nous étudions en détail est celui des dissections choisies
uniformément parmi toutes les dissections d'un polygone au nombre de cotés fixé. Nous ver-
rons qu’il existe une suite de poids p telle que ces dissections uniformes puissent étre réalisées
comme des dissections tirées suivant u, ce qui permet une approche nouvelle des dissections
uniformes.

2.2.1 Convergence vers la triangulation brownienne

Par définition, un graphe non croisé de P,, est un graphe tracé dans le plan dont les sommets
sont les sommets de P, et les arétes sont des segments qui ne se coupent pas intérieurement.
Un arbre non croisé de P,, est un graphe non croisé de P,, qui est un arbre. Une partition
non croisée de P, est un graphe non croisé de P,, qui est une réunion disjointe de cycles ou de
segments. Une partition en paires non croisées de P,,, est un graphe non croisé constitué d'une
union disjointe de segments tel qu’aucune composante connexe ne soit un singleton (voir Fig.
2.5 pour un exemple).

. —

\

. . ~

FIGURE 2.5 — Exemple de, successivement, un graphe non crois€, un arbre non
croisé, une partition non croisée et une partition en paires non croisées de Pg.

Pour n > 3, soit 91,, une dissection tirée uniformément parmi toutes les dissections de P,,,
ou bien un graphe non croisé de P,, tiré uniformément parmi tous les graphes non croisés de
P,,, ou bien un arbre non croisé de P,, tirée uniformément parmi tous les arbres non croisés de
P,,, ou bien une partition non croisée de P,, tiré uniformément parmi toutes les partitions non
croisées de P,,, ou bien une partition en paires non croisées de P, tirée uniformément parmi
toutes les partitions en paires non croisées de Po,.
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Chapitre 2. La triangulation brownienne : théme et variations

,—{Théoréme 12 (avec N. Curien).} \

La convergence

(d)

M L(e)

n—oo

a lieu en loi dans l’espace métrique des sous-ensembles compacts de D muni de la
distance de Hausdorff.

Ainsi, lorsque le nombre de cotés du polygone est trés grand, toutes ces configurations non
croisées uniformes ressemblent a un méme objet aléatoire continu : la triangulation brownienne
(voir Fig. 2.6).

WoLOS

FIGURE 2.6 — Exemples de configurations non croisées uniformes : une dissection
de Py, un arbre non croisé de Py, une triangulation de Ps,, une partition non croisée
de Py et une partition en paires non croisées de Pyq.

Un conséquence particulierement intéressante de ce phénoméne d'universalité est que la
longueur de la plus longue diagonale (resp. l’aire de la plus grande face a l'intérieur de D)
de toutes ces configurations non croisées aléatoires va converger en loi vers la méme loi de
probabilité, qui est la longueur de la plus longue corde de la triangulation brownienne (resp.
l'aire du triangle de plus grande aire de la triangulation brownienne).

L’'idée clé pour démontrer le Théoréme 12 est de remarquer que chacune de ces configura-
tions non croisées uniformes peut étre codée, en un certain sens, par un arbre de Galton-Watson
conditionné, dont la loi de reproduction est de variance finie. Les fonctions de contour conve-
nablement renormalisées de ces arbres conditionnés convergeant vers 1'excursion brownienne,
cela explique le Théoreme 12 au niveau intuitif.

Présentons seulement ce codage pour les dissections uniformes (voir le chapitre ?? pour les
autres modeles). A une dissection © de P, 1, on associe un arbre ¢(D) par dualité, comme sur
la Figure 2.7.

Il est aisé de constater que ¢ réalise une bijection entre I’ensemble des dissections de P, ; et
I'ensemble T\’ des arbres avec n feuilles tels qu’aucun sommet n’ait qu’un seul enfant. Ainsi,

si ®,, est une dissection uniforme de P, ,;, alors ¢(®,,) est uniformément distribué sur Tg’ )
Le résultat suivant, qui a également été prouvé indépendamment par Pitman & Rizzolo [91],
établit que cette loi est en fait celle d'un arbre de Galton-Watson conditionné par le nombre de
feuilles.
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2.2. La triangulation brownienne : une limite universelle de configurations non croisées aléatoires

FIGURE 2.7 — Une dissection de Ps et son arbre associé par dualité.

,—[Proposition 13 (Avec N. Curien).} \

Un arbre aléatoire de loi uniforme sur ’ensemble ’]I}(f’ ) a la méme loi qu'un arbre de
Galton-Watson de loi de reproduction u(*) donnée par

i—1

2—/2 .
u(()e) — 2 - \/5, ugm = 0, IVLEZ) - < 2\/_) 1 > 2)

conditionné a avoir n feuilles.

Ce résultat est une conséquence simple du fait qu'ona )_
tout arbre T.

La convergence de ©,, vers la triangulation brownienne s’obtient alors aisément en utilisant
notre théoréme limite (Théoreme 5 dans cette Introduction) concernant la convergence renor-
malisées des fonctions codant les arbres de Galton-Watson conditionnés a avoir un nombre de
feuilles fixé.

ky(t)—1) =A(1) —1 pour

uGT,ku(T)>0(

2.2.2 Propriétés combinatoires de grandes dissections uniformes

Divers travaux ont concentré leur attention sur des propriétés combinatoires de configura-
tions aléatoires non croisées de P,, : Devroye, Flajolet, Hurtado, Noy & Steiger [34] se sont in-
téressés au degré maximal ainsi qu’a la longueur de la plus longue diagonale de triangulations
uniformes, et Gao & Wormald [48] ont prouvé des résultats de concentration sur leur degré
maximal. Deutsch & Noy [33] ont étudié de nombreuses statistiques d’arbres non croisés uni-
formes, et Marckert & Panholzer [81] ont établi qu'un arbre non croisé uniforme est « presque »
un arbre de Galton-Watson. Finalement, Gao & Wormald [47] et Bernasconi, Panagiotou & Ste-
ger [14] obtiennent des résultats intéressants concernant la répartition des degrés de dissections
uniformes.

Les arbres de Galton-Watson conditionnés a avoir un nombre de feuilles fixé apparaissent
ainsi comme un nouvel outil pour étudier des propriétés combinatoires des dissections uni-
formes. Nous en déduisons des preuves probabilistes simples de certains résultats ayant été
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Chapitre 2. La triangulation brownienne : théme et variations

obtenus par des méthodes de combinatoire analytiques, et nous établissons également certains
résultats nouveaux.

La premiere application consiste a obtenir un équivalent du nombre de dissections de P,,.
Flajolet et Noy [45] établissent par des méthodes de combinatoire analytique 1'équivalent

1 [99v2—140 _.
S \/_Tn—d/2(3+2¢§)“. (2.4)
n—oo

Par des méthodes probabilistes utilisant les arbres de Galton-Watson conditionnés, nous prou-
vons le résultat suivant.

,—{Théoréme 14 (Avec N. Curien).} .

Soit A un sous-ensemble non vide de {3, 4, 5, . . .}. Soit DY I’ensemble des dissections
de P,,;, dont le degré de toutes les faces appartient a A. On se restreint aux valeurs

de n pour lesquelles DY £ . 1l existe une loi de probabilité v, sur N telle que si 0%
est la variance de v, alors

Va@2va(0P  n¥

s 2mo%  (va(2)va(0)"

A
4D

Lorsque A ={3,4,5,.. .}, ona #D%", = #L,_1, v4 = n et nous retrouvons (2.4).
Expliquons rapidement & quel moment interviennent les arbres de Galton-Watson dans la
preuve du Théoreme 14. Soit 9 une dissection de DY choisie uniformément au hasard.

Comme dans la partie précédente, on voit que 1’arbre dual (DY) est un arbre de Galton-

Watson conditionné a avoir n feuilles, pour une certaine loi de reproduction v, critique et de

variance finie. En particulier, pour n'importe quel arbre 1, tel que P [d)(@if”) =19 >0,0na:

Pour établir le Théoreme 14, on choisit un arbre T, particulier, on évalue les probabilités mises
en jeu (en utilisant le Théoreme 4 pour le dénominateur), et on fait tendre n — oo.

Une deuxieme application de cet outil consiste a étudier des propriétés de graphe d"une
dissection uniforme ®, de P, ;. Introduisons quelques notations. Soient 5™ le degré de la
face adjacente au coté [1,e*™/ (1] dans la dissection D,, et D(™) le degré maximal d'une face
de D,,. De méme, on note 9™ le nombre de diagonales adjacentes au sommet d’affixe 1 dans
D, et A le nombre maximal de diagonales adjacentes a un sommet de ©,,. Finalement, pour
X, b > 0, on écrit logy, (x) pour In(x)/ In(b).
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,—{Théoréme 15 (Avec N. Curien).}

(i) On a, pour tout k > 3:

n—o0

PBE™ =%k — (k—1) (
(ii) On pose B = 2 + /2. Alors pour tout ¢ > 0, on a

n—oo

(iii) On a pour toutk > 0:

PO™ =k) —— (k+1)(2—v2)?%(V2-1)

n—oo
(iv) Onpose b = /2 + 1. Alors, pour toutc > 0:

P (A™ > logy (n) + (1 + ) logy logy () —— 0.

n—o0

\

P (logg(n) — clogg logg(n) < D™ < logg(n) + clogg logg(n)) —— 1.

J

Le point (iv) résout une conjecture de Bernasconi, Panagiotou & Steger [14]. Tous ces résultats

demeurent valides (avec des constantes différentes) lorsque ©,, est remplacé par .

Commentons briévement les techniques utilisées pour démontrer le Théoréme 15. Pour les
points (i) et (iii), on prouve que 'arbre dual ¢(D,,), qui est un GW ) arbre conditionné a avoir
n feuilles, converge localement en loi, lorsque n — oo vers 'arbre de Galton-Watson condi-
tionné a survivre %u(e). Or, par dualité, 5™ — 1 est le nombre d’enfants de la racine de ¢(D,,),

qui converge donc en loi vers le nombre d’enfants de la racine de ‘}u(“ , qui suit exactement la loi
apparaissant dans (i). La preuve de (iii) est similaire, en remarquant que 9™ se lit aisément de
manieére «locale » sur ¢(D,,). En revanche, les points (ii) et (iv), faisant intervenir des quantités

qui ne sont pas locales, sont plus délicats a prouver.
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