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%}ﬁ TDg — Variables aléatoires, fonctions caradtéristiques @

0 — Petite question
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1. Calculer la fonction caractéristique de la loi de probabilité de densité (1 — |x|)1}y<, ?

2. Quelle e$t la fonétion caraétéristique de la loi de probabilité de densité (1 —cos(x))/(mtx?)?
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1 — Lois de variables aléatoires

f;cercice 1. Soient X, Y et Z des variables aléatoires réelles définies sur un espace de probabilité (QQ, A, IP).

1. On suppose que X = Y p.s. Montrer que X et Y ont la méme loi. Montrer que la réciproque e$t
fausse.

2. On suppose que X et Y ont la méme loi.

(a) Soit f : IR — IR une fonction borélienne. Montrer que les variables aléatoires f(X) et f(Y) ont
la méme loi.

(b) Montrer que les variables aléatoires XZ et YZ n’ont pas nécessairement la méme loi.
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Exercice 2. (Simulation de variables aléatoires.) Soient X une variable aléatoire réelle définie sur un
espace de probabilité (Q),.4,P) et F sa fon&tion de répartition définie par F(t) =IP(X < t) pour t € R.

1. Si F e$t continue et Strictement croissante, et si U e$t une variable uniforme sur [o, 1], quelle est la
loi de la variable aléatoire F~*(U)?

2. Dans le cas général on définit F~', 'inverse continu a droite de F par,
F'(u)=inf{x € R : F(x)> u}.

uelle est la loi de la variable aléatoire F~"(U) ?
Quelle est la loi de 1 iable al i HU)

3. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [o,1], et X la variable aléatoire définie par X =
—% In(U). Déterminer la loi de X.

‘Exercice 3. (Variables exponentielles)

Pour des queftions, demande de précisions ou explications, —n’hésitez pas a m'envoyer un mail a
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien a venir me voir au bureau V4.



1. On dit qu’une variable aléatoire réelle positive vérifie la propriété d’absence de mémoire si pour
tous s, t > o,
P(X>t+s)=P(X > t)P(X >s).

Montrer qu’une variable aléatoire réelle positive X vérifie la propriété d’absence de mémoire si et
seulement si X e$t exponentielle.

2. Soit X une variable aléatoire exponentielle. Calculer la loi de la variable aléatoire | X], ou |x]
désigne la partie entiére de x.

2 — Fonctions caractéristiques

Notation. Si X est une variable aléatoire réelle, on notera ¢y sa fonction caractéristique, définie par
ox(t)= IE[e”X] pour t € R.

Z?(ercice 4,

1. Calculer les fonctions génératrices des lois suivantes :
(a) Bernoulli de parameétre p € [o,1].
(b) Binomiale de parameétres (n,p), avec n € IN,p € [o,1].
(c) Géométrique de parametre p € |o, 1].
(d) Poisson de parametre A > o.

2. Calculer les fonétions caractéristiques des lois suivantes :
(a) Exponentielle de parametre 6 > o.

(b) Uniforme sur [o,1].
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‘Fxercice 5. Soit X une variable aléatoire réelle.

1. On suppose que X admet un moment d’ordre n € IN*. Montrer que ¢x est de classe C" et que pour
tout entier 1 <k <mn,on a

ViR, ¢y (1)=iE[XFexp(itX)].
En particulier :
k .
¢Y (o) = i"E[X*] (1)

2. On suppose que ¢x est 2 fois dérivable en o. Montrer que X admet un moment d’ordre 2 et que

E[X*] = -9 (o).
3. Soit k > 2 entier. On suppose que ¢x et k fois dérivable en o. Montrer que X admet des moments

jusqu’a l'ordre 2| k/2] (ici | x] et la partie entiére de x) donnés par (??).

4. Faire ’exercice ?2.

3 — A chercher pour la prochaine fois




‘Fxercice 6. Soit X une variable aléatoire réelle.
1. On suppose que X admet un moment d’ordre n € IN".
(a) Montrer que pour tout t € R:

(i) (it)" . et
¢X(t):;TIE[Xk]+mIE[X J;(l—u) exp(ituX)du |.

(b) Montrer que

ou |e,(t) < 2E[|X]"] et %imen(t) =o.
—0
2. On suppose que X admet des moments de tous ordres et que

X 1
lirnsupu =—<o
nooo N R

Ici, || X||,, = IE[le”]l/". Montrer qu’alors ¢y est développable en série entieére au voisinage de tout
réel, le rayon de convergence étant > R/e. En déduire que :

Vte]—g,g[, ¢X(t):iﬂn~:[xk].

e e
k=0

4 — Compléments (hors TD)

Exercice 7. Soit F la fon&tion de répartition d’une mesure de probablitié u telle que F(x) € {o,1} pour
tout x € D, ou D e$t un ensemble dense de IR. Montrer que y e$t une mesure de Dirac.
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‘Exercice 8. Soit X une variable aléatoire réelle de loi Py = a0 symétrique (cad a; = a_i) et telle que
keZ y q q

Y k>okax = co. Le moment d’ordre 1 de X et-il fini ? Que dire de la dérivabilité en o de ¢x ? Comparer

avec l'exercice ?2.
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‘Exercice 9. (Probleme des moments) On considére la fon&ion f : R, - R:
—Inx?
ok

f(x)=sin(2mlnx) . exp(
xV21m

Calculer LR+ x* f (x)dx pour tout k € N. Que peut-on dire des v.a. X et Y de densité respeives

1 —Inx? ) 1 —Inx?
exp et (1+sin(2mlnx)) exp ?
x\V21 2 xV2m 2
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‘Exercice 10. (Pouvoir paranormal moyen) On considére I'expérience de divination suivante. On dispose

d’un jeu de 52 cartes distinétes, d’'un manipulateur et d’un devin. Le devin ne peut a aucun moment
voir le jeu ou le manipulateur, et doit deviner quelle est la carte se trouvant sur le dessus du paquet.
Il annonce donc une carte au hasard, et le manipulateur retourne silencieusement les cartes les unes
apres les autres jusqu’a tomber sur la carte annoncée par le devin. Apres quoi ce dernier doit deviner
la carte qui suit. Il annonce une carte au hasard parmi les 51 reStantes, et le manipulateur continue de
retourner les cartes a partir de I’endroit ou il s’était arrété. Ainsi de suite jusqu’a ce que tout le paquet
soit retourné.

1. Donner un espace de probabilité correspondant a cette expérience.

2. Montrer que si X e§t une variable aléatoire a valeurs dans IN alors

E(X) = ZIP(X > k).

k>1

3. Combien de cartes en moyenne le devin trouvera-t-il ?

Fin



